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点 可 数 窗 盖 与 序列 覆盖 映射 
林 寿 著 


内 容 简介 
本 书 以 点 可 数 覆 盖 为 线索 ， 利 用 映射 的 一 般 方法 对 用 覆盖 或 网 络 来 定义 的 许多 
广义 度量 空间 类 进行 了 系统 的 研究 ， 是 作者 及 其 合作 者 关于 一 般 拓扑 学 的 一 部 专著 . 
内 容 包括 点 可 数 履 盖 ， 点 有 限 履 盖 列 ， 遗 传 闭 包 保持 履 盖 与 星 可 数 履 盖 等 . 
本 书 论述 严谨 ， 自 成 系统 ， 只 要 具有 一 般 拓扑 学 的 基础 知识 就 能 阅读 本 书 ， 并 
进入 研究 的 前 沿 . 
读者 对 象 为 大 专 院 校 数 学 系 师 生 、 研 究 生 和 数学 工作 者 . 


A Foreword 

The notions of metrizability and compactness are at the center of general topology. This is so 
from historical point of view: general topology developed around these notions. This is also so if we 
look at the structure of general topology today. Compactness is defined in terms of open coverings. It 
turned out, after the classic work of P. S. Alexandroff, P S. Urysohn, F. B. Jones, A. H. Stone, R. H. 
Bing, J. Nagata, and Ju. M. Smirnov, that metrizability can be also characterized in terms of sequences 
of open coverings. Nowadays it is widely recognized that the method of systems of coverings is one of 
the maim tools for classifying spaces. Many most important classes of spaces were introduced using 
natural covering structures which find their origins in metrizable spaces. In fifties and sixties it was 
discovered that systems of coverings can be used very effectively to construct some natural mappings 
of metrizable spaces onto Spaces admitting Such systems of coverings (K. Nagami, V. I[. Ponomarev, A. 
Okuyama, A. Arhangel'skii). This method led to mutual classification of spaces and mappings based on 
the interaction of systems of coverings and mappings(see [Arhangel'skii, 1966]). 


This monograph contains a systematic study of classes of generalized metric spaces on the basis 
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of coverings and networks, in combination with the general method of mappings. It presents the 
modern state of the mutual classification of Spaces and mappings, one of central domains of general 
topology. The author, professor Shou Lin, and his collaborators and colleagues, first of all, from 
China(Chuan Liu, Pengfei Yan, Mumin Dai) and Japan(K. Nagami, Y. Tanaka, T. Hoshina), made major 
contributions to this theory with important, and often quite unexpected, results. 

An important feature of the book is that it may serve as a systematic source of information on 
classification of classes of mappings and on methods used to construct mappings with special 
combinations of properties. This direction of research ls not sufficiently well covered in the existing 
textbooks and this monograph will be especially valuable in this connection. However, the book will be 
very useful to all general topologists, even to those who are working on very different problems, and to 
graduate students in general topology with various interests. Indeed, the monograph provides an 
interesting and upto date introduction to metrizability and to classes of generalized metric spaces. It 
introduced basic classes of mappings, in particular, quotient mappings, compact covering mappings and 
to various generalizations of those. These notions are of very fundamental nature. 

Another notion of fundamental nature, studied and applied systematically in the monograph, is the 
notion of network introduced in 1959. A family S of subsets of a topological space X is called a 
network of X if every open Subset is the union of a subfamily of S. The networks were used in 
[Arhangel'skii, 1959] to distinguish the Spaces with a countable network. It was observed in 
[Arhangel'skii, 1959] that every continuous image of a separable metric space has a countable network, 
and it was also established in [Arhangel'skii, 1959] that every compact Hausdorff space with a 
countable network has a countable base(and is therefore metrizable). From these statements it follows 
that if a compact Hausdorff space Y is a continuous image of a separable metrizable space, then Y is 
metrizable. This theorem from [Arhangel'skii, 1959] is one of the first and typical results in the general 
theory of Spaces and mappings the modern state of which is presented in this monograph. It turned out 
that networks are much more subtle, more flexible structures than bases, which are "too nice 
formations". It is through various, often ingenious, combinations of restrictions on networks that most 
important classes of generalized metric spaces are introduced and studied. One of such classes was 
defined by E. Michael, using the concept of k-network[Michael, 1966], which is really central in the 


monograph. 


Though reading the monograph does no require much Special background, the exposition in it 
goes far beyond the elementary level. It contains a rich collection of deep and beautiful results of 
highest professional level. Theorem 2.1.9, Corollary 2.1.11, and Theorems 2.2.5, 2.2.10, 2.3.11, 2.3.13 
and Theorem 2.5.10 can serve as examples of such excellent results. In particular, these theorems 
provide sufficient conditions for a mapping to be compact covering and sufficient conditions for a 
space to be a quotient space of a metric space with separable fibres. 

The book not only brings the reader to the very first line of investigations in the theory of 
generalized metric spaces, it contains many intriguing and important unsolved problems, some of them 
old and some new. Here is one of the open problems, a very natural one. Suppose Y is a quotient space 
of a metrizable space, with compact fibres. Suppose further that Y is regular. Is then every point in Y an 
intersection of a countable family of open sets? This book provides all background and information 
needed to start to work on this and similar problems. So the monograph will be equally interesting and 
useful for an expert and for a graduate student. 

I would like to mention another joyful aspect of this monograph. Its appearance marks the success 
of a long period of development of general topology in China, it brings to the light important 
contributions to the mainstream of general topology made by a very creative group of Chinese 
mathematicians. 


Congratulations to the author and to the readers with the book! 


A. V. Arhangel'skii 


空间 与 映射 的 理论 是 一 般 拓 扑 学 的 重要 组 成 部 分 . 著作 《广义 度量 空间 与 映射 》( 科 学 出 版 
社 , 林 寿 [1995]) 用 映射 方法 系统 论述 了 广义 度量 空间 的 基本 理论 , 总 结 了 20 世纪 60 年 代 至 90 
年 代 初 一 般 拓扑 学 的 重要 研究 成 果 . 广义 度量 理论 与 覆盖 性 质 理论 中 的 许多 问题 涉及 点 可 数 履 
盖 的 研究 . 20 世纪 90 年 代 一 般 拓扑 学 的 发 展 动力 之 一 是 专著 《Open Problems in Topology》 


(North-Holland, van Mill, Reed[1990]) 中 的 问题 ， 其 中 的 一 些 问题 涉及 具有 点 可 数 基 空间 与 度量 空 


间 的 紧 履 盖 上 映射, 引导 了 一 批 拓扑 学 名 家 对 点 可 数 履 盖 及 相关 映射 理论 的 兴趣 , 促进 了 网 理论 
与 度量 空间 英 射 理论 的 发 展 , 许多 优秀 的 结果 不 断 涌现 . 因此 , 总 结 这 10 年 国际 上 广义 度量 空间 


理论 的 成 果 ， 反 映 我 国学 者 在 该 领域 的 贡献 ,引导 更 多 的 年 青 数学 工作 者 投身 于 该 领域 的 工作 是 
十 分 迫切 和 非常 必要 的 . 

除 一 些 熟 知 的 点 集 拓扑 学 知识 与 引用 《广义 度量 空间 与 映射 > 和 和 集 论 拓扑 学 中 的 几 个 结果 外 ， 
本 书 的 证 明基 本 上 是 封闭 的 , 一 些 较 为 复杂 的 例子 也 给 出 了 详细 的 构造 . 特别 地 , 无 需 假设 读者 
已 阅读 过 《广义 度量 空间 与 映射 》. 本 书 由 五 章 及 300 多 篇 文献 组 成 . 第 一 章 简 要 综述 了 20 世纪 
90 年 代 的 广义 度量 空间 理论 , 包含 了 它 的 主要 研究 课题 、 国 内 外 学 者 的 重要 贡献 ， 同 时 作为 预备 
章 也 介绍 了 一 些 基 本 概念 、 相 关 的 命题 及 例子 . 第 二 章 介 绍 了 点 可 数 履 盖 与 度量 空间 的 s 映射 理 
论 , 用 特殊 的 商 空间 刻画 了 具有 点 可 数 基 的 空间 ， 建 立 了 度量 空间 的 商 s 映 象 与 由 k 网 、 序 列 网 、 
cs 网 、sn 网 和 cfp 网 等 集 族 确定 的 点 可 数 集 族 之 间 的 精确 关系 . 第 三 章 介绍 了 点 有 限 覆 盖 列 与 度 
量 空间 的 x 映射 、 紧 映射 理论 , 发 展 了 点 正则 覆盖 的 方法 , 阐述 了 度量 空间 上 序列 覆盖 映射 与 1 
序列 覆盖 映射 的 联系 . 第 四 章 介 绍 了 遗传 闭 包 保持 覆盖 、 控 制 族 与 度量 空间 的 闭 映射 理论 , 揭示 
了 这 些 空 间 类 的 一 些 覆 盖 性 质 . 第 五 章 介绍 了 星 可 数 覆 盖 与 局 部 可 分 度量 空间 的 商 映 射 理论 ， 突 
出 了 有 具 有 星 可 数 k 网 空间 在 研究 局 部 可 分 度量 空间 映 象 中 的 地 位 , 列举 了 点 可 数 覆 盖 在 探讨 度量 
空间 的 闭 映 象 和 乘积 空间 的 k 空间 性 质 中 的 作用 . 

受 高 国士 教授 十 多 年 的 教导 , 近年 来 作者 在 广义 度量 空间 理论 方面 做 过 一 些 探索 性 的 研究 ， 
尤其 偏爱 空间 与 映射 方面 的 课题 . 广义 度量 空间 理论 从 20 世纪 60 年 代 起 在 国际 上 莲 勃 发 展 , 各 
个 不 同时 期 均 不 断 有 名 家 与 名 作 涌现 ,作者 的 工作 受 A. Arhangelskii, L. Foged, G. Gruenhage, E. 
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Michael 和 YTanaka 等 的 影响 较 大 . 尽管 本 书 与 《广义 度量 空间 与 映射 》 同 属于 广义 度量 空间 理 
论 , 作者 无 意 写 一 本 关于 空间 与 映射 方向 的 手册 , 仅 试图 把 它 作 为 《广义 度量 空间 与 映射 》 的 姐 
妹 篇 ， 以 点 可 数 禾 盖 为 线索 ,借助 序 列 覆 盖 映射 理论 ,反映 20 世纪 90 年 代 广义 度量 空间 研究 中 
引人入胜 的 一 个 侧面 . 本 书 的 大 部 分 内 容 取材 于 作者 的 博士 学 位 论文 ( 林 寿 [2000a],， 导师 周 友 成 
教授 )， 同 时 包含 了 作者 及 国内 外 学 者 1992 年 以 来 的 一 些 相关 工作 ,感谢 高 国士 教授 、 刘 应 明教 
授 (中 科 院 院士 )、 林 群 研究 员 (中 科 院 院士)、 吴 利生 教授 、 蒋 继 光 教授 、 戴 牧民 教授 和 周 友 成 教 
受 等 前 辈 多 年 来 一 直 给 予 作者 的 关心 、 指 导 与 扶持 ， 感 谢 与 刘 川 教授 、 燕 脑 飞 教授 、Y Tanaka 
教授 、T Mizokami 教授 、 彭 良 雪 博 士 等 进行 富有 成 效 的 合作 ,感谢 与 怪 自 求教 授 、 李 进 人 金 教授 、 
葛 英 副教授 、 李 克 典 教授、 夏 省 祥 教 授 等 进行 有 益 的 学 术 交 流 ， 感 谢 国 家 自然 科学 基金 资助 项 目 


“点 集 拓 扑 (19476010)” “函数 空间 的 拓扑 性 质 (19501023)” 与 “ 集 论 拓扑 在 广义 度量 理论 和 有 覆盖 理 
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论 的 应 用 ”19971048)， 福 建 省 自然 科学 基金 资助 项 目 “ 集 论 拓 扑 (A94019)”、“ 函 数 空间 的 拓扑 性 
质 ”(A97025) 与 “ 集 论 拓扑 在 广义 度量 理论 和 覆盖 理论 的 应 用 ”(F00010), 福建 省 “ 百 千 万 人 才 工 


程 ” 人 选 培养 基金 资助 项 目 “ 太 义 度量 空间 研究 ”1999) 及 宁德 师范 高 等 专科 学 校 “ 学 术 带 头 人 专项 


经 费 ” 等 为 研究 工作 提供 的 资金 保证 ,感谢 Y. Tanaka 教授 、K. Tamano 教授 、J Nagata 教授 、M. 


Sakai 教授 、A. Shibakov 博士 、Y Yajima 教授 、M. Choban 教授 、H. Junnila 教授 、 刘 川 教 授 、 高 
智 民 教授 、 怪 自 求教 授 、 师 维 学 博士 等 为 研究 工作 提供 的 资料 保证 . 感谢 宁德 师范 高 等 专科 学 校 
及 刘 卓 雄 校 长 等 师 专 学 人 20 年 来 一 直 对 作者 各 方面 的 支持 . 感谢 福建 师范 大 学 及 数学 系 对 作者 
聘任 为 基础 数学 岗位 特聘 教授 的 重视 及 提供 优良 的 工作 和 生活 环境 . 本 书 的 出 版 应 特别 感谢 刘 
应 明教 授 、 江 和 守 礼 教授 和 王 尚志 教授 的 热情 推荐 ， 著 名 拓扑 学 家 A. B. ApxaHrenmpcEKIE 
教授 的 序 及 中 共 中 央 统 战 部 华夏 英才 基金 的 支持 . 


作 者 
2001 年 3 月 31 日 于 福建 师范 大 学 
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拓扑 学 的 中 心 课 题 是 确定 和 研究 拓扑 不 变量 


第 一 章 


了 


8 一般 拓扑 学 致力 于 折 扑 空间 及 连续 性 的 研究 ， 


类 的 比较 ， 二 是 确 
务 一 的 联结 空间 的 映射 的 方法 是 特别 地 习 
主要 涉及 空间 类 关于 运算 的 性 质 ，T 


| 


i 


也 


. Arhangel’skii(Arhangel skii, Pontryagin[1990]) 指 


有 三 个 主要 的 “内 在 ”任务 , 一 是 不 同 拓 扑 空间 


定 类 的 研究 ,三 是 为 上 述 目 的 及 应 


j 的 需要 定义 出 新 的 概念 和 空间 类 . 实现 任 


T 履 盖 的 方法 对 完成 上 述 任务 起 重要 的 作用 . 
此 可 见 ， 上 映射 与 覆盖 的 方法 是 一 般 拓扑 学 中 通用 的 重要 工具 ,通过 对 度量 化 问题 、 空 间 与 


EE 要 ， 该 方法 是 直接 建立 不 同 空间 类 之 间 的 联系 , 任务 二 


映射 的 相互 分 类 原则 和 积 空间 的 仿 紧 性 等 一 般 拓 扑 学 中 重要 课题 的 研究 ,导致 了 广义 度量 空间 


理论 的 建立 (Burke，Lutzer[1976]). 什么 是 广义 | 


质 都 可 以 称 为 广义 度量 性 质 . 然而 ， 这 利 


空间 ? 或许 , 任何 推广 了 可 度量 性 的 拓扑 性 
说 明 过 于 广泛 ,适当 的 限制 更 为 有 利于 探索 可 度量 性 的 


本 质 . 粗略 地 说 , 广义 度量 空间 是 这 样 的 一 些 空间 类 (Gruenhage[1984]，Hodel[1998])， 有 益 于 刻 


画 可 度量 


性 , 继承 了 度量 空间 的 六 


类 ,如 是 否 关 于 完备 映射 或 闭 映射 保持 ? 是 


F 多 优美 性 质 


度量 空间 的 某 些 理论 或 技巧 能 拓 广 到 这 些 空间 


关于 子 空间 或 闭 子 空间 遗传 ?是否 关 于 有 限 积 或 


可 数 积 封 


i? 是 否 具有 一 定 的 可 和 性 ?是否 


说 明 为 什么 广义 度量 空间 是 值得 研究 的 ， 或 汉 


“有 某 种 的 覆盖 性 质 ? Hodel[1998] 指 出 : 有 许多 的 理 
要 的 理由 是 这 些 空间 类 增加 了 我 们 对 于 度 


量 空间 的 理解 , 此 外 , 拓扑 学 家 正 不 断 地 寻找 更 广泛 的 空间 类 使 得 一 些 特别 重要 的 结果 成 立 . 正 
因为 如 此 ， 从 20 世纪 60 年 代 起 广义 度量 空间 理论 一 直 是 一 般 拓扑 学 中 活跃 的 研究 方向 ,， 所 涉及 
的 与 公理 集合 论 、 数 理 逻 辑 、 组 合 数学 、 泛 函 分 析 、 拓 扑 群 、 动 力 系统 等 分 支 相 互 交融 而 形成 的 
大 量 问 题 已 列 入 专著 《Open Problems in Topology》(van Mill, Reed[1990]). 1960 年 至 2000 年 间 在 
不 同时 期 内 所 取得 的 广义 度量 空间 理论 的 成 就 已 先后 总 结 在 一 些 重 要 的 论著 中 ， 如 


Arhangel’skii[1966]; Burke, Lutzer[1976]; 高 国士 [2000]; Gruenhage[1984, 1992]; Hodel[1998]; 


Kodama, Nagami[1974]; 林 寿 [1995]; Morita, Nagata[1989]. 许多 知名 学 者 不 断 提 出 大 量 有 挑战 性 


的 问题 , 汇 同 一 些 长 期 未 解决 的 经 典 问题 成 为 广义 度量 空间 理论 进一步 向 前 发 展 的 源泉 . 恰 如 


Hodel[1998] 在 总 结 了 广义 度量 空间 理论 的 阶段 性 结果 后 说 :“More important perhaps is the fact 


that the study of generalized metrizable spaces is by no means complete; rather, it continues to grow 


with many new and impotrant results appearing every year.” 


1.1 20 世纪 90 年代 的 广义 度量 空间 理论 
什么 是 20 世 纪 90 年 代 广义 度量 空间 理论 的 主要 研究 课题 ?我 们 不 妨 来 看 一 看 这 一 时 期 国际 
上 出 版 的 几 部 拓扑 学 论著 及 两 次 布拉格 国际 拓扑 学 学 术 讨论 会 论文 集中 关于 广义 度量 空间 理论 
方面 的 论题 . 
1990 年 由 van Mill 和 Reed[1990] 主 编 的 《Open Problems in Topology》 在 所 列举 的 1100 个 问 
题 中 属于 广义 度量 空间 方面 的 问题 大 至 有 
(1.1) 度量 化 问题 与 正规 Moore 空间 问题 (问题 36 至 41, 79 至 84, 98, 298 至 315, 348, 376, 1049， 


1050). 


(1.2) 点 可 数 基 空间 及 相关 问题 (问题 120, 313, 320, 322, 366, 375 至 380). 


(1.3) M ,空间 问题 (问题 321). 


(1.4) cosmic 空间 问题 (问题 199). 

(1.5) MOBI 类 问题 (问题 362 至 372). 
(1.6) 紧 履 盖 有 映射 问题 (问题 392 至 394). 
(1.7) 单调 正规 空间 问题 (问题 381). 


1992 年 在 Husek 和 van Mill[1992] 主 编 的 《Recent Progress in General Topology》( 第 7 次 布 拉 


格 国际 拓扑 学 学 术 讨 论 会 论文 集 ) 中 由 Gruenhage[1992] 撰 写 的 “Generalized metric spaces and 


metrization”* 总 结 了 1984 年 以 来 在 广义 度量 空间 与 度量 化 方面 的 重要 成 果 , 主要 论题 有 


虽 


(2.1) 对 称 度量 空间 . 
(2.2) 点 可 数 基 空间 . 


(2.3) 单调 正规 空间 与 M ,空间 . 


剖 


(2.4) Moore 空间 、 可 展 空间 与 严格 p 空 


(2.5) MOBI 类 . 


(2.6) Lasnev 空间 、cosmic 空间 与 k 网 . 


(2.7) Tychonoff 积 与 > 积 的 正规 性 . 


1997 年 Arhangelskii[1997] 在 纪念 Alexandro 企 诞辰 100 周年 的 报告 “Some recent advances and 
open problems in general topology” 中 论述 了 在 过 去 的 5 至 7 年 来 作者 感 兴趣 的 度量 化 、 映 射 理论 
和 函数 空间 理论 方面 的 成 果 与 问题 , 所 涉及 的 广义 度量 空间 方面 的 课题 有 

(3.1) 点 可 数 基 空 间 与 度量 化 . 


(3.2) 具有 Gs 对 角 线 的 空间 与 可 展 空 间 . 


E 间 与 人 空间. 


(3.3) cosmic 空 


(3.4) 一 对 一 映射 与 次 可 度量 空间 . 
(3.5) 紧 履 盖 映 射 与 诱导 完备 映射 . 


1997 年 在 Aull 和 Lowen[1997] 主 编 的 《Handbook of the History of General Topology V1》 中 


Nagata[1997b] 撰 写 的 “The flowering of general topology in Japan” 和 Nagata[1997a] 撰 写 的 


“Recent progress of general topology in Japam 中 自 20 世 纪 90 年 代 以 来 日 本 在 广义 度量 空间 方面 的 
主要 工作 涉及 
(4.1) 度量 空间 的 分 解 空 间 及 其 度量 化 . 


(4.2) Lasnev 空间 与 k 网 理论 . 


(4.3) 具有 广义 度量 因子 王 积 的 正规 性 . 

(4.4) 广义 度量 空间 的 万 有 (universaD) 空 间 . 

1998 年 由 Hugek[1998] 编 辑 的 第 8 次 布拉格 国际 拓扑 学 学 术 讨 论 会 论文 集中 在 所 发 表 的 25 
篇 特 邀 报告 中 有 6 篇 是 广义 度量 空间 方面 的 内 容 , 主要 工作 涉及 

(5.1) 确定 度量 空间 的 闭 映 象 与 几乎 开 映 象 

(5.2) 单调 正规 空间 . 

(5.3) 具有 广义 度量 因子 有 限 积 的 正规 性 . 


在 《莫斯科 大 学 数学 力学 通报 》199%9 年 第 3 期 上 发 表 的 纪念 Urysohn 诞辰 100 周年 的 论文 
中 发 表 的 11 篇 报告 中 有 3 篇 是 广义 度量 空间 方面 的 内 容 , 主要 工作 涉及 

(6.1) 度量 化 问题 . 

(6.2) 度量 空间 与 映射 . 

(6.3) 弱 第 一 可 数 性 . 

从 以 上 所 列 课题 可 见 , 度量 化 问题 依然 是 一 般 拓 扑 学 的 核心 问题 , 广义 度量 空间 研究 的 主要 


中 


A 


对 象 是 具有 点 可 数 基 的 空间 、Moore 空间 、M 空间、 单调 正规 空间 、cosmic 空间 、Lasnev 空间 


和 MOBI 类 等 ,主要 工具 是 点 可 数 履 盖 、 展 开 列 、 基 、 网 、k 网 、 紧 履 盖 映射 和 紧 映射 等 ,下面 
列举 一 些 重要 的 结果 ， 限 于 篇 幅 在 此 仪 能 按 作 者 的 认识 列举 出 部 分 的 结果 ， 有 进一步 兴趣 的 读者 
可 参考 书 末 的 相关 文献 . 

关于 度量 化 问题 


定理 1.1.1 (1)(Good, Tree[1995]) (ZE) 第 二 可 数 的 正则 空间 是 可 度量 化 空间 . (2)(Good, Tree, 


Watson[1998]) (ZF+DC)Stone 定理 不 成 立 : 存在 非 仿 紧 的 度量 空间 . 


定理 1.1.2 (1)(Balogh[1998a]) (ZFC) 存 在 不 具有 拟 G ; 对 角 线 的 遗传 仿 紧 完 正规 的 Q 集 空间 . 


(2)(Balogh[1998b]) (ZFC) 存 在 非 仿 紧 的 正规 可 让 空间 . 


定理 1.1.3( 高 印 珠 [1996]，Moody[1993]) ”具有 一 致 (G) 和 点 Gy 性质 的 空间 是 具有 c 离散 网 


的 半 层 空间 . 
定理 1.1.4(Fearnley[1999]) 存在 具有 Go 离散 元 基 的 Moore 空间 不 能 稠密 地 髓 入 任何 具有 


Baire 性 质 的 Moore 空间 . 
定理 1.1.5( 师 维 学 [1999]) ”存在 不 可 度量 化 的 紧 线 性 序 空间 使 其 每 一 子 空间 具有 Go 极 小 基 . 
答 


其 中 ,定理 1.1.1 回答 了 Liuchli[1962] 提 出 的 问题 ， 定 理 1.1.2 回 


了 van Mill 和 Reed[1990] 


的 问题 57 和 问题 119, 定理 1.1.3 推广 了 从 20 世纪 50 年 代 至 90 年 代 的 一 大 批 度量 化 定理 ， 定 理 


1.1.4 回答 了 van Mill 和 Reed[1990] 的 问题 303 及 Reed[1974] 提 出 的 问题 ， 定理 1.1.5 回答 了 van 


Mill 和 Reed[1990] 的 问题 376. 
关于 紧 履 盖 映 射 及 映射 的 相关 论题 


定理 1.1.6(Debs, Raymond[1996]) 存在 三 商 ， 紧 , 可 数 紧 履 羡 映射 ffX 了 使 得 X 是 a 紧 的 


度量 空间 , Y 是 度量 空间 , 但 是 了 不 是 紧 窗 盖 映 冉 . 


定理 1.1.7(Just，Wicke[1994]) “可 分 度量 空间 到 可 数 度量 空间 的 可 数 紧 履 盖 映 射 是 诱导 完备 


映射 . 


定理 1.1.8( 陈 怀 鹏 [1999]) 度量 空间 的 商 紧 映 象 未 必 是 度量 空间 的 紧 履 盖 的 商 s 映 象 . 


定理 1.1.9(Hansell[1998]) 对 于 wGCO=K ,X 是 解析 (analytic) 度 量 空 间 当 且 仅 当 X 是 Baire 空 


间 K 的 闭 子 空间 的 几乎 


s 映 象 . 


定理 1.1.10(Mizokami[1993a]) ”Moore 空间 的 第 一 可 数 的 go 扩张 是 可 展 空 间 . 


定理 1.1.11Gruenhage[1998]) “存在 Lindelif 的 正则 空间 义 使 得 闭 映射 Xx 一 >Y 不 是 诱导 不 


可 约 映 射 . 


其 中 ,定理 1.1.6 至 定理 1.1.8 分 别 回 答 了 van Mill 和 Reed[1990] 的 问题 392 至 问题 394， 定 


Ne 


里 1.1.10 深化 了 关于 Lasnev 空间 度量 化 的 系列 结果 ,定理 1.1.11 回答 了 Ponomarev 的 问题 ( 见 van 


Douwen[1984] 第 162 页 ). 关于 紧 覆 盖 映 射 的 一 些 相关 结果 见 林 寿 [1998a]. 


关于 积 空 间 


定理 1.1.12(Balogh[1996]) 存在 遗传 正规 ，o 相对 离散 ,基数 c 的 Dowker 空间 . 


定理 1.1.13(Kemoto, Yajima[1994]) 设 王 是 半 层 空间 的 世 积 . 者 的 每 一 有 限 子 积 是 仿 紧 空 


日 仅 当 它 是 可 数 仿 紧 空 间 . 


间 , 那么 过 是 正规 空间 当 


定理 1.1.14(Eda, Gruenhage, Koszmider, Tamano[1995]) (CH)Lasnev 空间 So, 的 > 积 不 是 正 


规 空间 . 


定理 1.1.15(Cook，Reed[1999])” (MA+n CH) 存 在 正规 ， 可 分 ， 局 部 紧 的 Moore 空间 X 使 得 


X? 不 是 正规 空间 . 


其 中 , 定理 1.1.14 回答 了 Kodama 的 问题 , 定理 1.1.15 回答 了 van Mill 和 Reed[1990] 的 问题 


299 和 问题 300. 


关于 单调 正规 空间 与 M ,空间 


定理 1.1.16(Rudin[1993]) 存在 非 K ,的 循环 (cyclic) 单 调 正规 空间 . 


定理 1.1.17(Collins[1996]; Gartside, Moody[1996]) ”完备 映射 未 必 保 持 弹 性 (elastic) 空 间 . 


定理 1.1.18(Mizokami, Shimane[2000]) M ;的 k 空间 是 M 空间. 


其 中 ,定理 1.1.16 回答 了 van Mill 和 Reed[1990] 的 问题 381， 定理 1.1.17 回答 了 Tamano 和 


Vaughan[1971] 提 出 的 问题 . 定理 1.1.18 是 M ,空间 问题 ( 即 M , 空 


间 是 否 是 M; 空间 ) 的 重大 进 


a 


该 问题 被 Hodel[1998] 认 为 是 广义 度量 空间 理论 中 最 重要 的 尚未 解决 的 问题 (he most important 
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unsolved problem). 

关于 基 、k 网 与 网 

定理 1.1.19(Foged[1996]) 存在 完全 正则 的 具 一 致 基 的 空间 不 具有 点 可 数 闭 k 网 . 

定理 1.1.20(Sakai[1997a]) 空间 X 是 局 部 可 分 度量 空间 的 闭 映 象 当 且 仅 当 X 是 具有 由 可 分 
子 集 组 成 的 点 可 数 k 网 的 Fréchet 空间 . 


定理 1.1.21Delistathis，Watson[2000) (CH) 存在 cosmic 空间 X 使 得 dim(X)=1 且 


ind(X)=Ind(X)=2. 


定理 1.1.22(Tkachuk[1998]) ”存在 连通 的 cosmic 空间 X 使 得 X 不 是 连通 的 可 分 度量 空间 的 
映 象 . 


其 中 ,定理 1.1.19 回答 了 Gruenhage，Michael 和 Tanaka[1984] 提 出 的 问题 ,定理 1.1.21 回答 


了 Arhangelskii[1966] 提 出 的 问题 . 

下 面 介绍 国内 学 者 关于 广义 度量 空间 理论 的 贡献 . 国内 较 早 并 长 期 从 事 广义 度量 空间 理论 
研究 的 学 者 当 属 高 国士 教授 和 高 智 民 教授 . 在 20 世纪 70 年 代 末 至 80 年 代 我 国学 者 就 已 在 广义 
度量 空间 理论 中 作出 不 少 值得 称赞 的 成 果 ( 刘 应 明 [1982]; 刘 应 明 ， 蒋 继 光 [1989]). 进入 20 世纪 
90 年 代 我 国学 者 每 年 都 产生 了 不 少 广义 度量 空间 理论 方面 优秀 的 成 果 ,， 这 首先 得 益 于 国家 自然 
科学 基金 加 大 对 基础 研究 的 投入 力度 ,其 次 得 益 于 国内 学 者 与 日 本 、 美 国 、 俄 罗斯 、 加 拿 大 、 新 
西 兰 、 芬 兰 等 国学 者 较为 广泛 的 合作 . 据 不 完全 统计 , 1990 年 至 1999 年 ,四川 大 学 、 山 东 大 学 、 
西北 大 学 、 首 都 师范 大 学 、 苏 州 大 学 、 广 西 大 学 、 宁 德 师范 高 等 专科 学 校 等 校 至 少 主持 过 16 项 
与 广义 度量 空间 理论 相关 的 国家 自然 科学 基金 资助 项 目的 研究 工作 , 国家 自然 科学 基金 还 资助 
了 1993 年 的 苏州 国际 一 般 拓扑 学 学 术 会 议 、1997 年 的 金华 国际 拓扑 学 学 术 会 议 、1998 年 的 北京 
际 一 般 拓扑 学 学 术 会 议 以 及 部 分 学 者 的 “国际 合作 与 交流 项 目 ” “资助 出 国 参 加 国际 学 术 会 议 
项 目 ”. 这 也 从 另 一 角度 说 明了 国内 关于 广义 度量 空间 理论 的 研究 成 果 是 极为 丰富 和 具有 相当 的 
影响 力 . 

在 此 ,我 们 简略 报告 国内 学 者 20 世纪 90 年 代 在 广义 度量 空间 理论 方面 一 些 具有 一 定 影 响 或 
较 多 引用 的 工作 . 1990 年 至 1993 年 必 自 求 Junnila, 怪 自 求 [1992]; 怪 自 求 [1990, 1991, 1993]) 获 得 


了 空间 的 系列 结果 ， 如 Junnila 与 他 证 明了 N 空间 等 价 于 不 含有 闭 子 空间 同 胚 于 S。 的 具有 Go 


遗传 闭 包 保 持 k 网 的 空间 . 1990 年 至 1993 年 滕 辉 (Tamano, 滕 辉 [1993]; 腾 辉 [1990a, 1990b, 1991]) 


系统 地 探讨 了 广义 度量 空间 的 积 和 Go 积 , 解决 了 Chiba, Nagami 和 Yajima 提出 的 几 个 问题 ， 如 
证 明了 半 层 空间 族 的 2 积 是 集 态 次 正规 空间 . 1992 年 Milner 与 王 尚 志 [1992] 建 立 了 广义 序 空间 的 
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幅 入 定理 与 度量 化 定理 并 解决 了 Lutzer[1971] 提 出 的 困难 问题 被 国际 拓扑 学 界 称 为 是 度量 化 方面 


最 有 趣 的 结果 之 一 . 1992 年 钟 宁 [1992] 在 困 


因子 的 乘积 空间 的 正规 性 定理 . 1992 年 至 1993 年 高 智 民 (高 智 民 [1992]; 高 智 民 , Nagata[1993]) 证 
明了 几 个 由 弱 基 决定 的 空间 的 性 质 , 如 具有 a 闭 包 保 持 弱 基 的 ] 


庚 与 王 成 堂 [1993] 研 究 了 判断 B , 空间 的 一 般 性 方法 . 1993 年 至 1996 年 文 


汪 


任 的 M3 空间 上 取得 了 一 些 进 展 ， 如 她 得 到 了 具有 ME 


E 规 空间 是 仿 紧 空间 . 1993 年 王 延 


j 川 与 戴 牧 民 ( 刘 川 [1993， 


1995]; 刘 川 ， 戴 牧民 [1994, 1995, 1996]) 在 遗传 团 包 保持 集 族 、 弱 基 及 度量 空间 的 紧 履 盖 s 映 象 方 


面 进行 了 大 量 的 工作 , 尤其 


传 闭 包 保 持 k 网 的 k 空间 . 1994 年 杨 乐 成 [1994] 建 立 了 卫 积 正规 全 
仅 当 它 是 可 数 仿 紧 空间 . 1995 年 林 寿 [1995] 出 版 了 著作 《广义 度量 空间 


间 的 袜 积 是 正规 空间 当 且 


与 映射 》. 1996 年 高 印 珠 [1996] 在 Collins-Reed-Roscoe-Rudin 度量 化 定理 上 取得 了 乱 


F 不 含有 闭 子 空间 同 胚 于 S。 的 


是 证 明了 g 可 度量 空间 等 价 卫 


Tanaka[1996a, 1996b, 1996c, 1998a, 1998b] 在 星 可 数 k 网 及 相关 
部 可 分 度量 空间 的 映 象 等 方面 完成 了 一 系列 系统 的 工作 ， 如 证 


的 闭 映 象 当 且 仅 当 它 是 


有 星 可 数 k 网 


具有 一 致 (GD) 和 点 Gy 性 质 的 空间 是 具有 a 离散 网 的 


数 多 个 Lagnev 空间 积 的 可 数 扇 密 度 
出 的 问题 . 1996 年 至 2000 年 林 寿 与 戴 牧 民 、 刘 川 ,.Tanaka、 燕 鹏 飞 ( 林 寿 [1996a, 1996b, 1996c, 1997a， 


于 各 


明了 空间 X 是 


有 oO 遗 


FE 的 等 价 条 件 , 证 明了 仿 紧 ca 空 


精致 的 结果 : 


# 层 空 间 . 1996 年 至 1998 年 刘 川 与 


的 紧 可 数 k 网 、o 点 有 限 k 网 、 局 


局 部 可 分 度量 空间 


的 Fréchet 空间 . 1997 年 汉 秀 峰 与 Tamano[1997] 证 明了 可 


E 间 是 可 度量 空间 ,解决 了 Arhangel'skii 和 Bella[1996] 提 


1997b, 1997c, 1997d, 1998a,，1998b, 1998c, 1999a]; 林 寿 ， 刘 川 [1996]; 林 寿 ， 刘 川 ， 戴 牧民 [1997]; 


林 寿 ，Tanaka[1994]; 林 寿 ， 攻 鹏 飞 [1998，2001a，2001b],， 林 寿 ， 燕 鹏 飞 ， 刘 川 [1999]; 刘 川 , 林 寿 


[1997]; 燕 觅 飞 ， 林 寿 [1999a, 1999b]) 在 点 可 数 履 盖 及 相关 的 序列 覆盖 映射 、 紧 履 盖 映射 、 
FE 质 等 方面 也 做 了 较 系 统 的 ] 


分 度量 空间 的 映 象 和 乘 


只 空间 的 k 空间 诉 


局 部 可 


[ 作 ， 如 证 明了 度量 空间 的 商 


s 映 象 是 具有 点 可 数 基 的 空间 当 且 仪 当 它 不 含有 闭 子 空间 同 胚 于 S, 和 S。. 1999 年 师 维 学 [1999] 


不 是 任 一 度量 空间 的 紧 履 盖 的 商 s 上 
2000 年 高 国士 2000] 出 版 了 著作 《 拓 # 
此 外 ,， 高智 民 [1998b, 2000] 与 怪 自 


在 Topology Proceedings 上 提出 的 经 出 


求 等 [2000] 围 


空间 论 》. 


构造 了 不 可 度量 化 的 紧 线 性 序 空 间 使 其 每 一 子 空间 具有 Ga 极 小 基 ,， 和 否定 了 Bennett 和 Lutzer[1977] 


广义 度 


绕 Nagata 问题 关 卫 


问题 , 1999 年 陈 怀 鹏 [1999] 构 造 了 度量 空间 的 商 紧 映 象 使 其 


和 象 ， 否定 了 Michael 和 Nagami[1973] 提 出 的 另 一 经 典 问 题 . 


量 空间 的 g 函数 刻 


画 ， 周 浩 旋 (Fitzpatrick， 周 浩 旋 [1994]; Williams， 周 浩 旋 [1998]) 关 于 度量 空间 的 拓扑 完备 化 和 单 


调 正规 空间 的 工作 , 杨 忠 强 [1994a，1994b，1998，1999, 2001] 关 于 超 紧 空间 的 工作 ， 陈 怀 鹏 [1995] 


关于 乘积 空间 的 k 空间 性 质 , 王 延 庚 [1997] 关 于 局 部 紧 空间 的 函数 空间 的 工作 , 侯 吉 成 [1998] 关 


于 超 空间 的 特征 和 tightness 的 工作 ， 曹 继 岭 等 [1998] 关 于 拟 一 致 结构 和 拟 可 度量 空间 的 工作 ， 周 


金 元 等 (Dow， 周 金 元 [1999]; 周 金 元 [1993, 1994]) 关 于 伪 径 向 (pseudoradiaD) 空 间 的 工作 , 江 守 礼 和 


(n)-9 闭 空间 的 工作 , 绢 良 雪 [2000] 关 于 o 遗传 闭 包 保持 k 网 空间 的 工作 等 


王 树 果 等 [1999] 关 于 S 


都 是 国内 关于 广义 度量 空间 理论 及 相关 课题 的 较 好 工作 ,限于 篇 幅 ， 我 们 不 在 此 一 一 叙述 . 


1.2 记号 与 术语 


本 书 使 用 了 选择 公理 的 儿 种 等 价 形式 ， 如 Zorn 引 理 , 紧 空间 乘积 的 Tychonoff 定理 和 良 序 定 


理 , 同时 也 使 用 了 一 些 附 加 的 集 论 公理 ,如 连续 统 假 设 (CH), Martin 公 


昔 


ECMA) 和 BF(@,). 我 们 的 


绝 大 部 分 结果 都 是 在 ZFC( 即 , Zermelo-Fraenkel 集 论 公理 加 选择 公理 ) 中 讨论 ， 几 个 附加 的 集 论 公 


以 R 表示 实 直线 , N, Q 和 工分 别 表 示 R 的 


理 将 在 适当 的 章节 中 给 予 介绍 . 本 节 定义 一 些 记号 和 术语 . 


自然 数 子 集 ， 有 理 数 子 集 和 单位 闭 区 间 . 记 


S1={0} UV {lm :neN}. @O 有 三 种 含意 , 一 是 R 的 子 集 NU {0}, 二 是 第 一 个 无 限 序数 , 三 是 最 小 


的 无 限 基数 ,它们 的 下 


T ) 表 示 X 上 的 拓扑 . 


对 于 集合 X 的 子 集 族 


上 切 意义 在 上 下 文中 是 不 会 混淆 的 . 对 于 空间 X,， 7 (X)( 在 不 引起 混淆 时 记 


本 书 所 论 空 间 均 指 满足 T, 分 离 性 条 件 的 拓扑 空间 , 映射 指 连续 的 满 函 数 . 


PxeX 和 AcCX, 记 


(PD, ={PeP:xeP), (Da={PeP:PNAzG), P={PNA:PeD), 


st(x, PD= J (站 ,, 


st(A, P=U {PeP:PMNAzG,}, 


P={FCP:F 是 有 限 的 }. 


若 x, me 是 X 中 的 一 列 点 ,<x ,> 表示 X 的 子 集 {x ，: neN}); (x,) 


> 


列 , 如 {x 


表 


示 笛 卡 儿 积 X* 中 的 第 n 


坐标 为 x , 的 点 ; 象 通常 一 样 , {x ，; } 表 示 X 中 的 第 n 项 为 x ， 的 序列 . 对 于 X 中 有 多 个 下 标的 序 


jm 分别 记 { 上 和 {x } ;为 固定 m 关 于 n 和 固定 n 关 于 m 的 序列 . 若 空 间 X 中 的 


序列 {x, } 收 全 于 点 x， 记 [x , ]={x} {x,，: ne N}. 对 于 空间 XX 的 子 集 族 P 及 映射 Xx 一 Y 分 别 


记 P 的 闭 包 cl(PD={cl(P) :Pe 尹 及 P 在 f 的 象 f 力 ={f(P) :Pe P}. 对 于 积 空间 [Tv X ,及 meN， 


以 Xz, : II， X, -> X 表示 IIL，v X, 在 第 m 个 坐标 上 的 投影 映射 . 以 符号 目 表示 命题 论证 结 


束 或 命题 是 不 证 自明 的 . 


未 定义 的 术语 以 Engelking[1977] 和 林 寿 [1995] 为 准 . 为 叙述 的 方便 起 见 , 在 引用 文献 时 一 些 


在 林 寿 [1995] 中 论证 过 的 命题 有 时 以 林 寿 [1995] 代 蔡 原 始 文献 , 请 这 些 命题 的 作者 该 解 . 先 回忆 


CN 


一 出 


些 重 要 的 距离 函数 、 映 射 类 及 歼 盖 族 . 


定义 1.2.1 对 于 集合 X, 设 d4:XXX 一 [0，>z). 对 于 A,CCX,xeX， 8 >0, 置 


diamA=sup{d(x, y) : x,yEA)， 
d(A, C)=inf{d(x, y) : x e A, ye C), 
B(x, & )={yEX : d(x, y)<€ }. 
考虑 下 述 条 件 : 对 于 x, y, ze X， 
(1) d(x, y)=0 当 且 仅 当 x=y 


(2) d(x, y)=d(y, x). 
(3) d(x, y) < d(x, z)+d(z, y). 
满足 条 件 (1)~(3) 的 函数 d 称 为 Xx 上 的 距离 ,满足 条 件 (1) 和 (2) 的 函数 d 称 为 X 上 的 对 称 距离 . 


以 


间 (X, qd) 称 为 度量 空间 , 若 久 是 以 {B(x，& ) :xe X，E >0} 为 基 生 成 的 拓扑 空间 .空间 (X, qd) 称 为 对 


称 度量 空间 , 若 X 的 子 集 U 是 X 的 开 子 集 当 且 仅 当 对 于 每 一 xe U, 存在 & >0 使 得 B(x，& )CU. 


空间 (X, d) 称 为 半 度 量 空间 ， 若 (X, qd) 是 对 称 度量 空间 且 对 于 每 一 xeX 和 & >0 有 xe intB(x, & ). 
这 拓扑 也 称 为 由 d 生成 的 拓扑 . 若 空 间 X 的 拓扑 可 由 距离 (对 称 距离 )d 生成 ,那么 d 称 为 X 上 的 
度量 (对 称 度量 ), X 称 为 可 度量 空间 (可 对 称 度量 空间 )， 


、 


设 和 是 度量 空间 ,X 称 为 正规 度量 空间 (Mrowka[1965])， 若 和 的 非 孤 立 点 集 是 和 的 紧 子 集 . 正 


规 度 量 空间 最 初 的 定义 是 “存在 X 上 的 度量 d 使 得 对 于 X 中 互 不 相交 的 闭 子 集 对 A, B 有 d(A， 


7 


B)>0” 这 与 “X 的 非 阪 立 点 集 是 X 的 紧 子 集 " 是 等 价 的 (Mrowka[1965]). 


定义 1.22(Engelking[1977] ” 设 映 射 人 X 一 


(Df 称 为 有 限 到 一 映射 ， 车 每 一 f-!(y) 是 X 的 有 限 子 集 . 


(2)f 称 为 紧 映 射 , 若 每 一 了 71(y) 是 X 的 紧 子 集 . 


(Df 称 为 s 映 射 , 若 每 一 f-!(y) 是 X 的 可 分 子 集 . 


A 


(4)f 称 为 商 映射 , 若 f-1(U) 是 X 的 开 子 集 , 则 U 是 Y 的 开 子 外 


(5)f 称 为 伪 开 映射 , 若 V 是 X 的 开 子 集 且 fcV 则 KWV) 是 y 在 立 中 的 邻 域 . 


(6) f 称 为 几乎 开 映 射 , 车 对 于 ye Y, 存在 xef (y) 使 得 如 果品 是 x 在 X 中 的 邻 域 , 则 f(U) 
是 y 在 Y 中 的 邻 域 . 
(7)f 称 为 开 映 射 , 若 V 是 X 的 开 子 集 ， 则 fCV) 是 Y 的 开 子 重 
(8)f 称 为 团 映射 , 若 下 是 X 的 闭 子 集 , 则 f(D) 是 YY 的 闭 子 集 . 
(9)f 称 为 完备 映射 若 f 是 闭 且 紧 的 映射 . 
易 验 证 


A 


ny 


开 映 射 之 几乎 开 映 射 
VU 
有 限 到 一 闭 映 射 之 完备 映射 僵 闭 映射 一 伪 开 映射 一 商 映 射 
定义 1.23 设 映射 在 X 一 习 
(DGMichael[1966]) f 称 为 紧 覆 盖 上 映射, 若 Y 的 任 一 紧 子 集 是 X 中 某 紧 子 集 在 f 下 的 象 . 


(2)(Boone, Siwiec[1976]) f 称 为 序列 商 映 射 ， 若 {y,} 是 Y 中 的 收敛 序列 , 那么 存在 {y, } 的 子 


序列 {y, } 和 X 中 的 收敛 序列 {x,} 使 得 每 一 x, sf (y， ). 


(3)(Siwiec[1971]) f 称 为 序列 覆盖 映射 知 {y。 } 是 立 中 的 收敛 序列 , 那么 存在 XX 中 的 收敛 序 


列 {x, } 使 得 每 一 x, ef !(y,). 


(4)(Gruenhage, Michael, Tanaka[1984]; Ikeda， 刘 川 , Tanaka[2001]) f 称 为 伪 序 列 覆 盖 映 射 ， 若 


YY 中 的 任 一 ( 含 极限 点 的 ) 收 敛 序列 是 XX 中 某 紧 子 集 在 f 下 的 象 . 


(5)( 林 寿 ， 刘 川 ， 戴 牧民 [1997])f 称 为 子 序列 覆盖 映射 ， 车 {y，} 是 Y 中 的 收敛 序列 ， 那么 存在 


X 中 的 紧 子 集 K 使 得 f(K) 是 {y， } 的 子 序列 . 


(6)( 林 寿 [1996c]) f 称 为 1 序列 覆盖 映射 , 若 对 于 yeY 存在 xef7 (y) 满 足 : 如 果 Y 中 的 序列 


{y，} 收 敛 于 y 那么 存在 和 中 收敛 于 点 x 的 序列 {x, } 使 得 每 一 x, ef !(y,). 


(7)( 林 寿 [1996c]) f 称 为 2 序列 覆盖 映射 ， 若 对 于 yeY 及 xsef (y) 满 足 : 如 果 立 中 的 序列 {y。} 


收敛 于 y 那么 存在 X 中 收 和 分 于 点 x 的 序列 {x,} 使 得 每 一 x, efa(y ) 


1971 年 Siwiec[1971] 称 定义 1.2.3(3) 的 映射 为 序列 覆盖 映射 ，1984 年 Gruenhage，Michael 和 
Tanaka[1984] 也 称 定义 1.2.3(4) 的 映射 为 序列 覆盖 映射 ， 为 不 引起 混 消 , 我 们 在 此 采用 下 eda， 刘 川 
和 Tanaka[2001] 的 术语 称 定义 1.2.3(4) 的 映射 为 伪 序 列 履 盖 映 射 . 

易 验证 


完备 映射 一 紧 履 盖 喘 身 
U 
也 0 
子 序列 种 盖 映 射 


SN rn 7 


2 序列 覆盖 映射 之 1 序列 覆盖 映射 之 序列 覆盖 英 射 


定义 1.2.4 设 X 是 一 个 空间 , PCX. 


(1) 若 X 中 的 序列 {x, } 收 敛 于 x, 称 {x, } 是 终于 P 的 ,如 果 存 在 me N 使 得 {x}U {x，: 


n>m} CP. 


(2P 称 为 X 中 的 点 x 的 序列 邻 域 , 若 X 中 的 序列 {x } 收 全 于 x， 则 {x, } 是 终于 P 的 . 


(3)P 称 为 X 的 序列 开 集 , 若 P 是 P 中 每 一 点 的 序列 邻 域 . 


(4)P 称 为 X 的 序列 闭 集 , 若 X\P 是 X 的 序列 开 集 . 
(5)(Franklin[1965]) X 称 为 序列 空间 , 若 X 的 每 一 序列 开 集 是 X 的 开 集 . 


(6)(Gale[1950]) X 称 为 上 空间 , 若 ACX 使 得 对 于 X 的 每 一 紧 子 集 K 有 KmNA 是 K 的 闭 子 


发 , 则 A 是 X 的 闭 子 集 . 


(7)(Franklin[1965]) X 称 为 Fréchet 空间 , 若 xecl(A)CX,， 则 存在 A 中 点 组 成 的 序列 {x , } 使 


得 在 六 中 {x， } 收 敛 于 Xx. 


(8)(Siwiec[1971]) X 称 为 强 Fréchet 空间 , 若 {A, } 是 X 中 递减 的 集 列 且 xe 门 ,_y cl(A,), 则 


存在 x e A, (neN) 使 得 在 X 中 序列 {x } 收 你 于 x. 


显然 ,第 一 可 数 空 间 之 强 Fréchet 空间 坊 Fréchet 空间 和 沪 序 列 空 间 坊 k 空间 . 这 些 空间 类 我 


们 统称 为 弱 第 一 可 数 空间 . 易 证 明 , 对 于 空间 X 的 子 集 P 若 X 中 的 每 一 收敛 于 x 的 序列 存在 子 


序列 是 终于 P 的 , 则 P 是 x 在 XX 中 的 序列 邻 域 . 


定义 1.25(Engelking[1977]) 设 必 是 空间 X 的 子 集 族 . 
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(之 称 为 X 的 点 有 限 集 族 , 若 对 于 每 一 xe X, (P), 是 有 限 的 . 


(2) 允 称 为 X 的 点 可 数 集 族 ， 车 对 于 每 一 xe X, (P), 是 可 数 的 . 


(3) 必 称 为 X 的 紧 有 限 集 族 , 若 对 于 X 的 每 一 紧 子 集 K, (DP) 4 是 有 限 的 . 


(4) 必 称 为 X 的 紧 可 数 集 族 , 若 对 于 X 的 每 一 紧 子 集 K, (Dik 是 可 数 的 . 


(5) 允 称 为 X 的 星 可 数 集 族 ， 车 对 于 每 一 PeP, (P)p 是 可 数 的 . 


(6) 也 称 为 X 的 离散 集 族 ， 若 对 于 每 一 XeX, 存在 x 在 X 中 的 开 令 域 U 使 得 ( 尹 全 多 只 有 


= 


(7) 史 称 为 X 的 局 部 有 限 集 族 , 若 对 于 每 一 xe X, 存在 x 在 X 中 的 开 邻 域 U 使 得 (局 ,是 有 


限 的 . 


(8) 允 称 为 X 的 局 部 可 数 集 族 ,， 若 对 于 每 一 xe X, 存在 x 在 X 中 的 开 邻 域 U 使 得 (已 y 是 可 


数 的 . 

(9) 姑 称 为 X 的 闭 包 保持 集 族 ， 若 对 于 每 一 P CRP 有 cl(UP')=U {cl(P):PeP’}. 

(10) 忆 称 为 X 的 遗传 闭 包 保持 集 族 ， 若 对 于 每 一 H(P)CPeEP, 集 族 {H(P) :Pe 人 是 闭 包 保持 
的 . 

(11) 巡 称 为 X 的 弱 遗 传 闭 包 保 持 集 族 , 若 对 于 每 一 p(P)e PeP, 集 族 {{p(P)} : Pe PP} 是 闭 包 
保持 的 . 

设 中 是 定义 1.2.5 所 定义 的 一 种 集 族 性 质 ， 称 空间 X 的 子 集 族 忆 是 c -中 的 , 若 必 是 可 数 个 
具有 性 质 中 的 集 族 之 并 . 

下 面 定义 两 类 生成 空间 拓扑 的 覆盖 . 

定义 1.2.6 设 忆 是 空间 X 的 覆盖 . 


(1)(Gruenhage, Michael, Tanaka[1984]) 空间 X 称 为 关于 了 PP 具有 弱 拓 扑 ， 如 果 对 于 AcX,A 是 


X 的 闭 子 集 当 且 仅 当 对 于 每 一 Pe PPM A 是 P 的 闭 子 集 . 
(2)(Morita[1953]) 若 姑 是 X 的 闭 覆 盖 , 称 义 被 必 所 控制 (dominated), 若 对 于 允 的 任 一 子 集 


族 P'，u P' 是 X 的 闭 子 集 且 Ac uP "是 闭 的 当 且 仅 当 对 于 每 一 PeP ,PA 是 P 的 闭 子 集 . 


空间 X 称 为 k。 空间 (Franklin, Thomas[1977a]), 若 XX 关 于 某 一 由 紧 子 集 组 成 的 可 数 闭 履 盖 具 


有 弱 拓扑 . 


“ 弱 拓 扑 ” 在 文献 中 有 不 同 的 含意 . 我 们 所 称 的 “ 
间 久 关于 PF 


“Whitehead 弱 拓 扑 ” 空 


El 
全 制 | 


有 具有 弱 拓 扑 ，Dugundji[1966] 称 为 “The weak topology in X 


在 有 些 文献 中 称 为 “ 弱 拓扑 ”或 


determined by PP”， 而 Gruenhage, Michael, Tanaka[1984] 称 为 “A space X is determined by PP”， 由 于 


determined( 确 定 ) 一 词 在 中 文 表达 时 易 混 淆 ， 本 书 仍 使 
且 仅 当 X 关于 全 体 紧 子 集 所 组 成 的 覆盖 具有 弱 拓扑 ,5 


AI 


术语 “ 弱 拓 扑 ”. 易 验 证 ,空间 多 是 k 空间 
空间 X 是 序列 空间 当 且 仅 当 X 关于 全 体 


紧 度 量子 集 ( 或 收敛 序列 ) 所 组 成 的 覆盖 具有 弱 拓 扑 . 可 数 CW 复 形 是 k。 空间 .空间 X 的 遗传 闭 
包 保持 的 闭 覆 盖 是 X 的 控制 族 ， 而 空间 X 的 控制 族 是 X 的 闭 包 保持 的 闭 覆 盖 . 

定义 1.27 设 必 是 空间 X 的 覆盖 . 

(1)(Arhangel’skii[1959]) 允 称 为 X 的 网 若 X 的 每 一 开 子 集 是 了 的 某 子 集 族 的 并 . 

(2)(O’Meara[1971]) 也 称 为 X 的 k 网, 若 对 于 XX 中 的 每 一 紧 子 集 K 及 X 中 包含 KK 的 开 子 集 
V, 存在 P'eP” 使 得 KC UP’CY. 

(3)(Guthrie[1971]) Pp 称 为 X 的 cs 网 ,车 X 中 的 序列 {x, } 收 敛 于 x 且 V 是 x 在 关中 的 邻 域 , 则 
存在 PeP 使 得 序列 {x , } 是 终于 P 的 且 PCY. 

(4)( 高 智 民 [1987]) PP 称 为 X 的 cs* 网 ， 若 关中 的 序列 {x } 收 敛 于 x 且 V 是 x 在 X 中 的 邻 域 ， 则 
存在 Pe 使 得 序列 {x , } 的 某 子 序列 是 终于 P 的 且 PCV. 

(5)( 林 寿 [1997a]) 空间 X 称 为 csf 可 数 空间 ， 如果 X 存在 子 集 族 必 UU ,xy PP ,使 得 每 一 必 , 是 
x 在 和 中 可 数 的 cs 网. 

若 空间 X 的 k 网 人 的 每 一 元 是 X 的 闭 子 集 ( 紧 子 集 ， 可 分 子 集 ， 可 度量 子 集 )， 则 称 必 是 X 的 
闭 k 网 ( 紧 k 网 , 可 分 k 网 ,可 度量 k 网 ). 类 似 可 定义 1.2.7 中 的 相关 概念 . 

具有 可 数 网 的 空间 称 为 cosmic 空间 (Michael[1966])， 具 有 可 数 k 网 的 空间 称 为 N, 空间 
(Michael[1966])， 具 有 G 局 部 有 限 网 的 空间 称 为 ca 空间 (Okuyama[1967]),， 具有 Go 局 部 有 限 k 网 的 
空间 称 为 只 空间 (O'Meara[1971]).， 特别 提醒 读者 注意 , 在 大 多 数 文献 中 ，cosmic 空间 ，c 空间 ， 
N, 空 间 与 N 空间 都 预先 假设 正则 性 . 由 于 本 书 所 论 空 间 是 在 T, 空间 中 , 为 了 使 命题 更 具有 一 
般 性 ,所 以 这 四 类 空间 都 未 预先 假设 正则 性 . 术语 cs* 网 由 高 智 民 [1987] 引 入 , 研究 表明 它 是 一 个 


很 重要 的 概念 , Tanaka[1987b] 曾 记 cs* 网 为 条 件 (C | ). 


定义 1.2.8 


设 空间 X 的 子 集 族 全 LU,xP ,满足 : 对 于 xeX, P, 是 x 在 XX 中 的 网 即 


P CCD ,有 目 若 xeGe7Tt, 存在 PeP, 使 得 PCG; 并 且 如 果 U,VeP,.,， 那么 存在 We 了 PP 使 得 


WCOCUMY. 


(1)( 林 寿 [1996c]) PP 称 为 X 的 序列 邻 域 网 ,， 若 每 一 忆 , 的 元 是 x 在 X 中 的 序列 邻 域 . 


(2)( 林 寿 [1996c]) PP 称 为 X 的 序列 开 网 ， 若 每 一 必 , 的 元 是 X 的 序列 开外 


(3)(Arhang 


么 G 是 X 的 开 


ray 


elskii[1966]) 必 称 为 X 的 弱 基 , 若 GCX 使 得 对 于 xe G 存 在 PeP、， 有 PCG, 那 


子 集 . 


上 述 ,分 别称 为 x 在 XX 中 的 序列 邻 域 网 ( 简 记 为 sn 网 )， 序列 开 网 ( 简 记 为 so 网 ) 和 弱 基 (或 


弱 邻 域 基 ， 弱 邻 域 网 ) 


(4)(Arhang 


elskii[1966]， 林 寿 [1997a]) 若 空 间 X 的 每 一 点 都 有 可 数 的 sn 网 (so 网 ， 弱 基 )， 则 


称 X 是 snf 可 数 (sof 可 数 , gf 可 数 ) 空 间 . 


(9)(Siwiec[ 


履 盖 性 质 在 发 展 广义 度量 理论 中 起 了 很 大 的 作用 . 这 两 个 一 般 拓 扑 学 的 研究 方向 时 常 是 难 
以 区 分 的 ， 其 中 一 个 方向 的 进展 立即 导致 另 一 方向 的 进展 . 为 了 完备 起 见 ， 我 们 定义 几 个 需 使 用 


的 覆盖 性 质 与 


1974]) 具有 局 部 有 限 弱 基 的 正则 空间 称 为 g 可 度量 空间 . 


E 规 性 . 


定义 1.2.9(Burke[1984]) 设 X 是 一 个 空间 . 

(1) X 称 为 仿 紧 空 间 , 若 X 的 每 一 开 履 盖 存 在 局 部 有 限 的 开 加 细 . 

(2) X 称 为 次 仿 紧 空间 , 若 X 的 每 一 开 履 盖 存 在 a 局 部 有 限 的 闭 加 细 . 
(3)X 称 为 亚 Lindel5f 空间 , 若 X 的 每 一 开 履 盖 存 在 点 可 数 的 开 加 细 . 


(4)(Heath, Lutzer Zenor[1973]) X 称 为 单调 正规 空间 ， 若 存在 对 应 G: XXT(X) 一 T(CX) 满 足 


(4.1) xe G(x, DCU. 


(4.2) 若 UCYVY, 则 G(x,U)CG(x,V). 


(4.3) 若 xz#y, 则 G(x, XN{yD GGy,XN{x)=2. 
(5) X 称 为 集 态 正规 空间 , 若 X 的 每 一 离散 的 闭 子 集 族 存在 两 两 互 不 相交 的 开 扩 张 . 


此 处 , 对 于 X 的 子 集 族 和 FFE。: a e A} 和 G={G。: Q e 人 】, 若 每 一 F。 二 G。， 则 称 G 


是 3F 的 扩张 . 


易 验 证 , 度量 空间 是 仿 紧 空间 和 单调 正规 空间 , 正则 的 o 空间 是 次 仿 紧 空间 , 单调 正规 空间 
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是 集 态 正规 空间 , 仿 紧 空间 是 次 仿 紧 空间 和 亚 Lindelaf 空间 , 次 仿 紧 的 集 态 正规 空间 是 仿 紧 空间 ， 


2 


可 分 的 亚 Lindelsf 空间 是 Lindelsf 空间 (Burke[1984]). 


本 节 的 最 后 定义 几 个 特殊 的 商 室 间 , 如 S,, S。 和 S。. 


定义 1.2.10 设 序列 To={fa, } 收 敛 于 xo gT 且 设 每 一 序列 T, (ne NN) 收 敛 于 a, gT,. 让 T 


是 空间 族 <T,U fa }> 的 拓扑 和 . S ={xoj J (U,s。T,) 是 由 贴 合 空间 To {xo) 昌 工 中 的 每 一 


aeT, 与 a ET 所 得 到 的 商 空间 . S，={x,} w(U _,T ) 是 由 贴 合 空 间 工 中 所 有 的 aeT 到 一 


点 X0 所 得 到 的 商 空间 . 即 S。 是 把 可 数 多 个 非 平凡 的 收敛 序列 的 拓扑 和 中 的 非 了 狐 立 点 贴 成 一 点 


所 成 的 商 空 间 . 一 般 地 , 对 于 基数 a > ® ,S。 是 把 a 个 非 平凡 的 收敛 序列 的 拓扑 和 中 的 非 孤立 点 


贴 成 一 点 所 成 的 商 空 间 . S , 称 为 Arens 空间 (Arens[1950)，S 。 称 为 序列 扇 (Arhangel'skii， 


Franklin[1968]). 对 于 基数 w > ® ， 形 如 S,， 的 空间 统称 为 扇 空 间 . 


我 们 可 以 将 空间 S, 和 S, 一般 化 . 


定义 1.2.11 对 于 空间 X， 及 xeX. X 的 子 集 C 称 为 空间 X( 在 点 x) 的 梳 ( 林 寿 [1997a])， 如 果 


C={x} UU <x,> UU {Xx :n,meN}, 其 中 序列 {x, } 收 敛 于 x, 对 于 每 一 neN,， 序列 {x,, } ;收敛 于 


xu， 且 X,x， 及 xn 的 各 项 是 两 两 互 不 相同 的 . 设 C 是 X 的 梳 , C 的 子 集 D 称 为 C 的 对 角 , 如 果 D 


是 C 的 收敛 序列 且 D 与 无 限 个 关于 m 的 序列 {x ww } 相交 .和 的 子 集 了 称 为 空间 X( 在 点 习 的 扇 ( 林 


寿 [1997a]), 如果 展 {xj UU {x,,: n, meN}, 其 中 对 于 每 一 ne N, 序列 {x ,,} ,收敛 于 x, 且 x 及 


nm 


x 的 各 项 是 两 两 互 不 相同 的 . 设 F 是 X 的 扇 , F 的 子 集 D 称 为 F 的 对 角 , 如 果 D 是 F 的 收敛 序 


列 且 D 与 无 限 个 关于 m 的 序列 {xw } 


相交 . 空间 X 称 为 a 空间 (Arhangel’skii[1972，1981], 


m 


Nogura[1985])， 如 果 对 于 xe X, X 的 每 一 在 x 的 扇 有 对 角 收 敛 于 x. 


Nogura，Shibakov[1996] 也 提出 扇 及 收敛 对 角 的 概念 . os 空间 是 采用 Nogura[1985] 的 术语 ， 


而 Arhangelskii[1972, 1981] 在 讨论 Fréchet 空间 的 乘积 性 质 时 把 这 空间 命名 为 类 <4>， 


1.3 预备 知识 : 广义 度量 空间 类 与 度量 空间 的 映 象 
本 布 及 下 一 节 的 大 部 分 内 容 已 出 现在 《广义 度量 空间 与 有 映射》 中. 为 了 完备 起 见 , 我 们 将 本 
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书 要 使 用 的 一 些 相关 内 容 做 为 预备 知识 列 于 这 二 节 , 除了 可 度量 空间 与 a 空间 的 两 个 著名 特征 


定理 ( 见 定理 1.3.1 和 定理 1.3.5) 没 有 给 出 论证 外 ,其 余 的 结果 都 给 出 了 详细 的 证 明 . 本 节 主 要 包含 


两 部 分 内 容 ,一 是 几 类 重要 的 广义 度量 空间 的 刻画 与 映射 定理 ,二 是 描述 将 具有 点 可 数 覆 善 空间 


表示 为 度量 空间 映 象 的 Ponomarev 方法 . 


定理 1.3.1 


对 于 空间 X, 下 述 条 件 相互 等 价 : 


(D) X 是 可 度量 空间 . 


(2)X 是 具有 Go 局 部 有 限 基 的 正则 空间 . 


= 


(3) X 存在 开 覆 盖 列 {U , } 使 得 对 于 X 的 任 一 紧 子 集 K, <st(K, 2 ,)> 是 KK 在 久 中 的 令 域 基 


(4) 入 存在 


展开 {U ,} 使 得 每 一 和 U  , 星 加 细 U ，. 是 


证 明 见 林 寿 [1995] 的 定理 1.3.3. 此 处 , X 的 开 履 盖 列 {U , } 称 为 X 的 展开 , 若 对 于 每 一 XEX， 


<st(x, ZU ,)> 是 x 在 X 中 的 邻 域 基 具有 展开 的 空间 称 为 可 展 空间 (Engelking[1977]); 而 称 X 的 覆 


盖 WU ，， 星 加 细 


引 理 1.3.2 


VU, (Engelking[1977])， 若 对 于 每 一 Ue U ,存在 Ve&l ,使 得 st(U,U JCYV. 


设 fx 一 Y 是 闭 映 射 , 则 存在 X 的 闭 子 空间 Z 使 得 g=fy : 乙 一 Y 是 闭 映射 且 每 


一 g-1(y) 或 者 是 单 点 集 , 或 者 是 0f-1!(y). 


Of "(y= }, 


of '(y). 


证 明 . 对 于 每 一 yeY 取 定 点 p, sf (y). 置 2=U{0f7(y) : 0f Wx#zG}U{p,: 


则 Z 是 X 的 闭 子 空间 , gs=fz : 乙 一 了 是 闭 映 射 且 每 一 g  (y) 或 者 是 单 点 集 ， 或 者 是 


如 下 是 著名 的 Hanai-Morita-Stone 定理 (Engelking[1977]). 


定理 1.3.3 


设 X 是 可 度量 空间 . 若 人 EX-Y 是 闭 映 射 ， 则 下 述 条 件 相 互 等 价 : 


(DY 是 可 度量 空间 . 


_ 目 .生生 


(2)Y 是 第 


(3) 每 一 0f -1(y) 是 XX 的 紧 子 全 


一 可 数 空间 . 


A 


证 明 . (1) 过 (2). 显然 . 


(2) > 3). 


车 存在 yeY 使 得 6f- (不 是 X 的 紧 子 集 , 则 有 6f-(y) 的 可 数 闭 离散 子 空间 


<xj>， 于 是 存在 X 的 离散 开 子 集 族 <V ,> 使 得 每 一 x, e V,. 让 <G ,> 是 y 在 Y 中 的 局 部 基 . 由 于 


i 
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x, Ee 6f (y)， 由 归纳 法 可 选取 zi EVj mf GANf GO zev nt (GAN CCy 


f(z 1),.…, f(z,)})). 因为 fz ,)eG,, {f(z,)} 在 Y 中 收敛 于 y, 然而 z, eV, 且 f 是 闭 映 射 , 于 是 {f(z ,)} 


在 Y 中 无 聚 点 ， 矛 盾 . 


(3) 党 (). 由 引 理 1.3.2, 不 妨 设 f 是 完备 映射 ,由 定理 1.3.1， 存 在 X 的 开 履 盖 列 {UY, } 使 得 对 


于 义 的 任 一 紧 子 集 KK, <st(K, UY, )> 是 KK 在 X 中 的 邻 域 基 . 对 于 每 ~neN, 置 V,={Y\f(XN\U): 


UeU,}, 那么 {Z, } 是 Y 的 开 履 盖 列 日 满足 如 果 HH 是 Y 的 紧 子 集 ; 则 <st(H,V, )> 是 H 在 Y 中 的 


邻 域 基 . 因此 ,Y 是 可 度量 空间 . 国 


定理 1.3.4(Jayanthan, Kannay[1988]) 设 X 是 度量 空间 ， 下 述 条 件 相 互 等 价 : 


(D)X 是 正规 度量 空间 . 


(2) X 的 任 一 闭 映 象 是 可 度量 空间 . 
(3) X 的 任 一 团子 集 的 边界 是 X 的 紧 子 集 . 


证 明 . 由 定理 1.3.3 只 须 证 2) 二 (1) 二 (3). 


(2) 党). 设 空间 X 的 任 一 闭 映 象 是 可 度量 空间 . 让 F 是 XX 的 非 扳 立 点 的 集合 , 若 FE 不 是 X 


的 紧 子 集 , 则 F 含有 可 数 的 闭 离散 子 空间 A. 让 f 是 从 X 到 X/A 上 的 商 映 射 , 则 f 是 闭 映 射 且 


Bf- (CA)=A 不 是 X 的 紧 子 集 ， 于 是 X/A 不 是 可 度量 空间 , 矛盾 . 故 F 是 X 的 紧 子 集 ， 所 以 X 


是 正规 度量 空间 . 


(1) 污 (3). 设 X 是 正规 度量 空间 且 了 是 X 的 闭 子 集 . 如 果 x 是 X 的 孤立 点 , 那么 xg OF 于 


是 OF 是 XX 的 非 孤 立 点 集 的 闭 子 集 ， 从 而 OF 是 X 的 紧 子 集 . 国 
对 于 ca 空间 有 比 度量 空间 更 出 色 的 刻画 . 
定理 1.3.5 对 于 正则 空间 X, 下 述 条 件 相互 等 价 : 


(DX 是 ca 空间 . 


(C)X 具有 c 离散 网 . 

(3)X 具有 ca 闭 包 保持 网 . 国 

证 明 见 林 寿 [1995] 的 定理 3.3.1. 

下 面 转 入 讨论 度量 空间 的 映 象 . 先 介 绍 两 个 点 可 数 覆 盖 的 性 质 . 如 下 的 Miggenko 引 理 是 我 


们 处 理 点 可 数 覆 盖 的 重要 工具 , 它 的 叙述 形式 及 证 明 方法 我 们 将 多 次 使 用 . 对 于 空间 XX 的 子 集 A 
及 A 的 覆盖 P,P 称 为 A 的 极 小 窗 盖 ， 若 对 于 每 一 Pe 必 PNP} 不 是 A 的 覆盖 . 
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引 理 1.3.6(Miggenko[1962])) ”如 果 允 是 空间 X 的 点 可 数 履 盖 ,， 那么 X 的 每 一 非 空子 集 仅 有 至 
多 可 数 个 由 允 的 元 组 成 的 有 限 极 小 履 盖 . 


证 明 . 设 A 是 空间 X 的 任 一 非 空 子 集 且 {P。: Qe A 人} 是 由 PP 的 元 组 成 的 A 的 有 限 极 小 用 


盖 全 体 . 若 引 理 不 成 立 , 则 存在 neN 使 得 集 族 候 {P.: ge A ,|Ps|=n} 是 不 可 数 的 . 对 于 PeP， 


令 RP)={P, :Pe Ps eR}. 取 xsA, 则 有 JIRB):xisPeP. 由 于 必 是 点 可 数 的 , 于 是 存 


在 Pj ep 使 得 x, seP, 且 满 足 IRP 站 @. 若 n=1, 则 ROP,)F1 矛盾， 故 n>1. 由 于 RCP, ) 的 每 一 


a 


元 是 A 的 极 小 覆盖 , 故 存在 x，, eAN\Pi. 令 RP |, Pj={P, :PeP, eRP1)), 由 


I 


R(P1)= {RCP1,P) :x, ePeP}. 因此 , 存在 PePp 使 得 x,e P,P,zP HIR(PI,P,)|>@. 上 


复 上 述 过 程 , 可 得 到 点 集 {x,};, 及 集 族 {P,} < 满足 : 每 一 x, <P, eP, 当 izj 时 P,P , 有 [RP ，， 


P,,.,P ,jj> w ,但 是 民 (P 1,P,,.…,P, jE1, 矛盾 . 故 ,由 的 元 组 成 的 A 的 有 限 极 小 覆盖 至 多 


是 可 数 的 . 国 


引 理 1.3.7 设 了 PP 是 空间 X 的 点 可 数 cs* 网 . 若 义 中 的 序列 {x, } 收 敛 于 点 x， 记 K=[x, ]， 则 


存在 必 的 有 限 子 集 列 {P, } 满 足 


(1) <UP,> 是 KK 在 X 中 的 网 . 


(2) 每 一 DP, gk 是 XX 的 非 空 间 子 集 族 . 


(3) 对 于 yeK 及 P,, e(P,),,<P, > 是 y 在 X 中 的 网 . 


(4) 若 更 设 局 关于 有 限 交 封闭 ， 则 每 一 刀 , 加 细 PD,. 


证 明 . 不 妨 设 所 有 的 x, 是 两 两 互 不 相同 的 . 先 证 明 对 于 KKCUesz, 存在 FeP ”满足 


(7.1)KC UFCU. 


02) Fk 是 X 的 非 空 的 闭 子 集 族 . 


令 P :={PeP:xePCU}=<P,>. 对 于 keN, 若 序 列 {x, } 是 不 终于 UP， 的 ， 则 存在 子 序 


列 {x } 使 得 每 一 x，，eXN\ UiaP;， 从 而 有 {x } 的 子 序列 {x } 和 meN 使 得 cx >CPw， 


PK 


矛盾 . 因此 存在 keN 使 得 {x， } 是 终于 Use P， 的 . 由 此 易 作出 FeP” 满 足 条 件 (7.1) 和 (7.2). 集 
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族 的 这 种 性 质 记 为 F*(K, U). 


现在 , 置 中 ={FeP :FF 具有 性 质 Fx(K, X)},， 则 中 是 可 数 的 . 记 Ge <P >. 显然 , {P, } 满 


足 (D 和 (2). 设 yeK 上 且 对 于 neN 有 Pe(P,),, 若 ye Ve7T, 如 果 y=x, 令 KI=VmK, 则 存在 


FeP” 具 有 性 质 Fr(K1,，V)， 同 时 存在  “e P“ 使 得 K\NKi CUF”CX\Ki, 不 妨 设 


名 EF "kw, 于 是 F “UF "具有 性 质 FxX(K,X), 从 而 有 ieN 使 得 F UF “=P,，, 所 以 


yeP;， CUF 'CV, 故 <P,> 是 y 在 X 中 的 网 . 如 果 y 关 x， 则 存在 Pe 必 使 得 yePCV、\(K\{y))， 


同时 存在 Ge P““ 具 有 性 质 F*(K\ {y},X\{y))),， 从 而 Gy {P} 具 有 性 质 F*(K, XX), 于 是 存在 je N 


使 得 GU {P}=P ; ,那么 yeP ;=PCV, 故 <P, > 是 y 在 X 中 的 网 . 因而 , (3) 成 立 . 


若 更 设 PP 关于 有 限 交 封闭 . 对 于 每 一 ne N, 让 F9 ,={Fe A,,,P，: FAKz 3}, 那么 每 一 


Fi 加 细 F,， 并 且 易 验证 刀 的 有 限 子 集 列 {F, } 满 足 相 应 的 条 件 (1)~G3). 上 


设 PP 是 空间 X 的 网 . 记 {PP，。，: a e 人 }， 人 赋予 离散 拓扑 , 令 M={a=(Q)e A”: 


<P。> 构 成 X 中 某 点 xu 的 网 }, 则 M 是 度量 空间 , 并且 对 于 每 一 we M, x 。 是 唯一 确定 的 , 于 是 


可 以 定义 函数 fM 一 X 使 得 fa )=x,，. 我 们 称 (f, M, X, 妃 为 Ponomarev 系 . Ponomarev 系 是 


Ponomarev[1960] 人 研究 度量 空间 开 映 象 时 使 用 的 方法 的 一 般 化 . 
引 理 1.3.8” 设 (f, M, X, PP) 是 Ponomareyv 系 . 
(1) 若 对 于 每 一 xe X, 存在 必 的 可 数 子 族 构 成 x 在 X 中 的 网 则 f 是 映射 . 
(2) 若 必 是 可 数 的 , 则 M 是 可 分 度量 空间 . 
(3) 车 史 是 点 可 数 的 , 则 f 是 s 映射 . 
(4) 若 允 是 XX 的 点 可 数 cs* 网 ， 则 f 是 伪 序 列 覆 六 映射 和 序列 商 映 射 . 


证 明 . (1) 显然 , f 是 满 的 函数 . 男 一 方面 , 对 于 Q=(Q,)eM, f(Q)=xeUer7T (X), 存在 meN 


使 得 xeP。CU. 令 V={y eM : 7 的 第 m 个 坐标 是 @,,}, 则 V 是 M 中 含有 的 开 子 集 


f(V)CP。 生 U, 故 f 是 连续 的 . 


(2) 是 显然 的 . 若 P 是 点 可 数 的 . 对 于 每 一 xe X, 让 (P) ,=P。: gel }, 则 
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f(x) 二 TT?" M, 于 是 f71(x) 是 M 的 可 分 子 集 从 而 f 是 s 映射 . 故 (3) 也 成 立 . 


(4) 设 必 是 空间 X 的 点 可 数 cs* 网 . 我 们 先 证 明 f 是 伪 序 列 覆 盖 映 射 . 设 {x, } 是 X 中 收敛 于 


x 的 序列 , 让 K=[x, ]， 则 存在 必 的 有 限 子 集 列 {P, } 满 足 引 理 1.3.7 的 条 件 (1)~(3). 对 于 每 一 neN， 


存在 人 的 有 限 子 集 ,使 得 P,={P。: w eT,}. 置 L-{(a)eIwD, :KNOMwP,)zO}. 


那么 下 述 断 言 (8.1)~(8.3) 表 明了 是 伪 序 列 覆 盖 映 射 . 


(8.1) 工 是 紧 子 集 [LyT, 的 闭 子 集 ， 从 而 LL 是 和 人 ”的 紧 子 集 . 


设 w=(o)s bwT,\L， 则 KN(NNiwB,)= 儿 ， 从 而 存在 i eN 使 得 


neN-n 


KN izio P, ) = 纪 . 令 W={(p.,) ell,.y 工 ， :对 于 i <is 有 pp， 二 Wi }， 则 W 是 IL-wT， 中 含有 


点 Q 的 开 子 集 且 WEL= 亿 . 


(82)LCM HfA) cK. 


设 w=(o )sL. 取 定 ys 开门 (icwP。),， 则 <P。> 是 y 在 X 中 的 网 于 是 wsM 上 是 


f(Q)=ye K, 从 而 有 LCM 有 Hf)cK. 


(8.3) K Cf(L). 


设 yeK. 对 于 每 一 ieN, 存在 wj s 也 使 得 ysP。, 令 Q=(Q;), 则 Q eL 且 由 (8.2) 所 证 知 


fa )=x， 因 此 开 CfCD). 


最 后 , 证 明 { 是 序列 商 映 射 . 若 {x, } 是 XX 中 的 收敛 序列 , 则 存在 M 的 紧 子 集 K 使 得 f(K)=[x , ]. 


对 于 每 一 neN， 取 定 z, ef (x, ) 个 K, 那么 序列 {z, } 存 在 收敛 的 子 序列 {z,，}, 从 而 f 是 序列 商 
映射 . 国 
由 于 度量 空间 的 c 局 部 有 限 基 在 子 序列 覆盖 的 s 映射 下 的 象 空 间 具 有 点 可 数 cs* 网 ， 所 以 有 
推论 1.3.9( 林 寿 [1995])) 空间 X 是 度量 空间 的 伪 序 列 履 盖 (序列 商 , 子 序列 覆盖 ) 的 s 映 象 当 
且 仅 当 X 有 具有 点 可 数 cs* 网 . 目 
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1.4 预备 知识 : 商 映 射 与 弱 第 一 可 数 性 


六 
I 


作为 预备 知识 ， 本 节 主 要 包含 两 部 分 的 内 容 . 一 是 在 适当 


映射 的 关系 ,二 是 介绍 几 类 弱 第 一 可 数 空间 的 初步 性 质 . 


先 叙 述 序列 商 映射 与 财 映 射 的 等 价 形式 . 


引 理 1.4.1 设 fX 下 是 映射 ,那么 


(Df 是 序列 商 映 射 当 且 仅 当 车 f7! (BB) 是 X 的 序列 闭 集 ， 则 F 是 立 的 序列 闭 集 . 


(2)f 是 闭 映射 当 且 仅 当 对 于 每 一 了 7 (y) 的 必 


证 明 . (1) 设 f 是 序列 商 映 射 且 f7 (FP) 是 X 


F 邻 域 U, 存在 y 的 


的 弱 第 一 可 数 空间 中 商 映 射 与 紧 枚 


于 邻 域 V 使 得 f 1(V)cCU. 


的 序列 团 集 . 如 果 下 中 的 序列 S 在 中 收敛 于 点 


y, 则 存在 义 中 收敛 于 xef 7 (y) 的 序列 T 使 得 fT) 是 S$ 的 子 序列 , 于 是 Tcf7 (BP), 从 而 xef7 (FE), 


因 


此 yeF 故 F 是 Y 的 序列 闭 负 


A 


反之 , 设 f 不 是 序列 商 映 射 ， 则 存在 YY 中 收敛 于 某 点 y 的 序列 {y, } 不 满足 定义 1.2.3(2) 的 要 


求 . 不 妨 设 所 有 的 y, 头 y， 让 F=<y, >. 如 果 {x, } 是 全 (中 的 序列 


x&f  (y), 于 是 xef" (FE), 所 以 f7 "(是 X 的 序列 闭 集 , 但 是 F 不 是 Y 的 序列 闭 和 


(2) 设 f 是 闭 映 射 , 对 于 每 一 f71(y) 的 开 邻 域 U, 让 V=YNf(XNNU), 习 


在 X 中 {x,} 收 敛 于 x, 那么 


bh 么 V 是 y 的 开 邻 域 
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f- 1(V) CU. 反之 , 设 F 是 X 的 闭 子 集 ， 对 于 每 一 ye YNNf(F), fcCXNE 于 是 存在 y 的 开 邻 


域 V 使 得 f (VCXNE 从 而 VmfP= 人 ,所 以 fB) 是 Y 的 闭 子 集 ， 故 f 是 闭 映射 . 目 


使 


下 述 两 个 引 理 在 我 们 的 证 明 中 将 不 加 说 明 地 被 反复 使 用 . 


引 理 1.4.2( 林 寿 [1995]) ” 设 映 射 人 X 一 站 


(1) 知 Y 是 Kk 空间,f 是 紧 履 盖 映 射 ， 则 是 商 映射 . 


(2) 若 Y 是 序列 空间 ,f 是 子 序列 履 新 映射 ， 


(4) 车 


证 明 . (1) 设 FY 使 得 f-!() 是 X 的 闭 子 集 . 对 于 Y 的 


得 KD)=K, 于 是 FAK=f(f 1(F) 站 号 是 Y 的 闭 子 集 , 从 而 FF 是 Y 的 闭 子 集 ， 


Y 
(3) 阁 Y 是 Fréchet 空间 ,f 是 商 映射 则 f 是 伪 开 映 冉 . 
X 


是 序列 空间 ,f 是 商 映 射 , 则 f 是 序列 商 映 射 . 


则 f 是 商 映 射 . 


7 
ym 


I] 


F 一 紧 子 集 K， 存 在 X 的 紧 子 集 工 


f 是 商 映 射 . 


(2) 设 FCY 使 得 全 (EF) 是 X 的 闭 子 集 . 若 由 F 中 点 组 成 的 序列 {y , } 在 六 
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收敛 于 y， 则 存 


在 X 中 的 紧 子 集 K 使 得 f{K) 是 [y, ] 中 的 子 序列 . 不 妨 设 KK)=[y , ], 那么 对 于 每 一 ne N, 存在 


x, EKA f(y,), 设 x 是 序列 {x, } 在 X 中 的 一 个 聚 点 , 则 xef7(y)f (FP), 于 是 ysE 从 而 F 


是 Y 的 序列 闭 集 ， 故 F 是 Y 的 闭 子 集 ， 这 说 明 f 是 商 映 射 . 


(3) 对 于 X 的 开 子 集 V 及 fcV 车 yeYY NintE(V)), 则 存在 YN\f(V) 中 的 序列 {y, } 收敛 


于 y 置 Z=<y, >, F=f (2Z), 那么 d(CFUfT(y). 因为 fcV 上 且 VAF=@, 所 以 


于 是 f (YN\ZD=XNEF 是 X 的 开 子 集 , 即 Y\Z 是 Y 的 


f(y) 个 cl(F)= 名 ,从 而 F 是 久 的 闭 子 和 
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子 集 , 矛盾 . 故 ye intGf(V))， 因 此 上 是 伪 开 映射 . 


(4) 设 f() 是 X 的 序列 闭 集 ， 那么 全 (是 X 的 闭 子 集 ， 于 是 FF 是 Y 的 闭 子 集 ， 从 而 FF 是 


Y 的 序列 闭 集 . 由 引 理 1.4.1(1),f 是 序列 商 映 射 . 御 
引 理 1.4.3 (1) 商 上 映射 保持 k 空间 性 质 . 
(2) 商 映 射 保 持 序列 空间 性 质 . 
(3) 伪 开 映射 保持 Fréchet 空间 性 质 . 


证 明 . (1) 设 fX 一 YY 是 商 映 射 , 其 中 X 是 k 空间 . 若 A 是 Y 的 子 集 使 得 对 于 YY 的 每 一 紧 子 


及 K, KA A 是 YY 的 闭 子 集 , 如 果 工 是 X 的 紧 子 自 


J 


那么 f-1(A) 站 L=f -1(A 中 f(D)) 是 X 的 闭 子 集 ， 


A 


于 是 f-1(A) 是 XX 的 闭 子 集 从 而 A 是 的 闭 子 集 ， 故 YY 是 k 空间 . 


(2) 设 fX>Y 是 商 映 射 , 其 中 久 是 序列 空间 . 车 UU 是 Y 的 序列 开 集 ， 则 f”( 轴 是 X 的 序列 


IT 


于 是 f-1( 四 是 的 开 子 集 ， 从 而 UU 是 YY 的 开 子 集 , 这 说 明 立 是 序列 空间 . 


(3) 设 fx 一 Y 是 伪 开 映射 , 其 中 X 是 Fr échet 空间 . 设 ye cl(A)C YY 如 果 


f(y) 人 Aclf (A)= 名 ,那么 ye intf(X \ clf (A) CY cl(A), 矛盾 ,于 是 有 


xef”(y) 丫 cl”(A))， 从 而 存在 f(A) 中 的 序列 {x, } 收 化 于 x, 因此 A 中 的 序列 {f(x, )} 收 敛 于 


y, 所 以 Y 是 Fréchet 空间 . 目 


引 理 1.4.4 设 fZ 一 立 让 g=id 、 Xf:XXZ 一 XXY, 那么 


(1) 若 XX 是 局 部 紧 空 间 ,f 是 商 映 射 ， 则 g 是 商 映 射 . 


(2) 若 f 是 完备 映射 ， 则 g 是 完备 映射 . 


hy 


证 明 . (1) 对 于 XXY 的 子 集 W, 设 g 了 (W) 是 XXZ 的 开 子 集 , 任 取 点 (x, y)e W, 对 于 
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zef 1(y), 选取 x 在 X 中 的 开 邻 域 U 使 得 cl(U) 是 X 的 紧 子 集 且 cl(U)X{z} cg 1!(W), 男 


xfiiy Cg W. 令 V=fa eY :cD Xf a) cg WW)}, MW, yeUXVcWw. 


f° fz) Cg (W))={zeZ : cl) X {zcg  W))=ZNA, (clU)X (ZNg (WW)) 是 Z 的 开 子 


以 V 是 Y 的 开 子 集 , 因此 W 是 XXY 的 开 子 集 ， 故 f 是 商 映 射 . 


hb 么 cl(U) 


往 证 V 是 Y 


的 开 子 集 . 由 于 cl( 四 是 紧 空间 , 于 是 rr:clKU)XZ->Z 是 闭 映 射 ， 从 而 f (VW={zeZ : cl(U)X 


入 


所 
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(2) 对 于 每 一 (x, y)eX XY g (x, y)={x} Xf (是 XXZ 的 紧 子 集 , 所 以 g 是 紧 映 射 . 另 一 


方面 , 对 于 XXZ 中 每 一 含 g (xc y) 的 开 子 集 G 分 别 存在 X, Z 的 开 子 集 U 和 V 使 得 {x} x 


f7 (yy) 二 UXVcCG 由 于 f 是 闭 映射 , 存在 y 在 立 中 的 开 邻 域 H 使 得 全 (DCV 于 是 UXH 是 (x， 


尺 的 开 邻 域 且 g- (OUXH=UXf- GD CG, 所 以 g 是 闭 映射 , 因此 , g 是 完备 映射 . 重 


引 理 1.4.5 (1) 局 部 紧 空 间 与 k 空间 之 积 空间 是 K 空间 . 


CO) 设 上 [LvX; 关 好, 则 [LvX, 是 局 部 k。 空间 当 且 仅 当 所 有 的 X, 是 局 部 k。 空 


间 ， 


至 多 


有 限 个 X, 不 是 紧 空间 . 


证 明 . (1) 设 X 是 局 部 紧 空 间 ,Y 是 k 空间 . 让 Z=@ {KCY:K 是 Y 的 紧 子 集 },f:Z 一 YY 是 自 


然 映 射 , 则 Z 是 局 部 紧 空 间 且 f 是 商 映 射 . 让 g=idx Xf:XXZ 一 XXY, 


射 . 由 于 XXZ 是 局 部 紧 空 间 ， 于 是 XXZ 是 k 空间 ,从 而 XXY 是 k 空间 . 


引 理 1.4.4(1), g 是 商 映 


(2) 若 [ evX， 是 局 部 kw 空间 ， 由 于 每 一 X; 同 胚 于 上 X 的 闭 子 空间 ， 于 是 X,， 是 局 六 


TT 


k 空间 , 因为 和 X, 是 局 部 空间， 存在 neN 使 得 IT X ,是 K， 空间. 车 存在 无 限 个 i>n 


x UU,_vK，, 矛盾. 故 至 多 有 限 个 X; 不 是 紧 空间 . 


使 得 X ,不 是 紧 空 间 , 那么 X, 不 是 可 数 紧 空 间 , 于 是 X, 含有 闭 子 空间 同 胚 于 N， 从 而 N” 是 k, 空 
间 , 所 以 N? 是 Ga 紧 空间 . 记 N”=U,_y K,， 其 中 每 一 K, 是 N” 的 紧 子 集 , 于 是 K, 在 第 n 个 坐 


标 空间 上 的 投影 x ,(K , ) 是 有 限 集 ， 从 而 存在 x e N” 使 得 每 一 , (x)e NNXA , (K, )， 因此 


有 反之, 设 所 有 的 X, 是 局 部 k。 空间 ， 并且 至 多 只 有 有 限 个 X; 不 是 紧 空 间 . 为 证 明 ]liyX; 是 


局 部 k。 空间 ,只 须 证 若 X, Y 是 k, 空间 , 则 XXY 是 k， 空间 . 设 义 ,分别 关 于 紧 子 集 族 <X ,> 
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和 <Y ,> 具有 弱 拓扑 . 不 妨 设 每 一 X, CX,,Y,CY,,， 往 证 XXY 关 于 


具有 弱 拓 扑 . 对 于 XXYY 的 子 集 W, 设 每 一 W(X, XY,) 是 X, XY, 的 开 


紧 子 集 族 <X ,XY ,> 


中 


了 


发 ， 任 取 (x, y) E W， 


不 妨 设 xeX,, yeY,, 对 于 每 一 ne N, 由 归纳 法 , 可 构造 x 在 X ,中 的 开 邻 域 V, ,y 在 站 ,中 的 


邻 域 口 ,满足 d(V, )cCV,,, cl(U,)cU 


U=U,_y U,， 那么 V 与 U 分 别 是 x 和 y 在 X 和 YY 中 的 开 邻 域 且 VXUCW. 


了 集 , 故 XXY 关于 <X, XY, > 具有 弱 拓 扑 , 所 以 XXY 是 k。 空间 . 国 


引 理 1.4.6 设 必 是 空间 XX 的 子 集 族 ， 那么 


(1) 阁 避 是 X 的 弱 基 , 则 是 X 的 sn 网 . 


(2) 车 必 是 序列 空间 XX 的 sn 网 , 则 PP 是 X 的 弱 基 . 


clV ,XAdU, CW. SV=U,yV 


neN n? 


因而 W 是 XXY 的 


证 明 .(1) 设 大 UxP、 是 空间 X 的 弱 基 , 我 们 只 须 证 明 每 一 姑 , 的 元 是 x 在 X 中 的 序列 邻 


域 . 对 于 PEeP,, 若 存在 XAP 中 的 序列 区 ,} 收 敛 于 x, 令 U=XAN <x, >, 则 


U 不 是 X 的 开 子 集 . 


另 一 方面 , 对 于 每 一 zsEU, 若 z=x, 则 PCU, 若 zxX 则 zeX\[x,], 于 是 有 QeP ,使 得 QCX 


\ [x, ], 从 而 U 是 X 的 开 子 集 , 矛盾 . 这 表明 P 是 x 在 XX 中 的 序列 邻 域 . 


(2) 设 P=U ,x P, 是 序列 空间 X 的 sn 网. 若 GCX 使 得 对 于 每 一 xs G 存 在 PeP、， 有 P CCG, 


x 在 X 中 的 弱 邻 域 基 , 所 以 忆 是 X 的 弱 基 . 重 


由 引 理 1.4.6 易 验 证 ， 对 于 空间 X 的 履 盖 ,， 基 之 弱 基 之 sn 网 一 cs 网 之 


可 数 ) 空 间 等 价 于 snf 可 数 (sof 可 数 ) 的 序列 空间 . 


那么 G 是 G 中 每 一 点 的 序列 邻 域 , 于 是 G 是 X 的 序列 开 集 ， 从 而 G 是 X 的 开 子 集 ， 故 每 一 必 、 是 


cs* 网 . gf 可 数 ( 第 一 


引 理 1.4.7 空间 X 是 Fréchet 空间 当 且 仅 当 X 的 每 一 点 的 序列 邻 域 是 该 点 的 邻 域 . 


证 明 . 设 空间 X 是 Fréchet 空间 ,U 是 X 中 某 点 x 的 序列 邻 域 , 若 xeXAN 


int(U),， 则 存在 XAN 


U 中 的 序列 {x， } 收 敛 于 x, 这 与 U 是 x 的 序列 邻 域 相 矛盾 , 所 以 U 是 x 在 X 中 的 邻 域 . 反之 , 设 


X 的 每 一 点 的 序列 邻 域 是 该 点 在 X 中 的 邻 域 , 若 X 不 是 Fréchet 空间 ， 则 存在 X 的 子 集 A 和 


xEcl(A) 使 得 A 中 没有 序列 收敛 于 x, 于 是 X\A 是 x 的 序列 邻 域 , 从 而 X、\ 


域 , 即 xe int(X \A)=X \cl(A), 矛盾 , 故 X 是 Fréchet 空间 .和 目 
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A 是 x 在 XX 中 的 令 


推论 1.4.8 (1) 空间 X 是 第 一 可 数 空 间 当 且 仅 当 X 是 snf 可 数 的 Fréchet 空间 . 


(2) 空间 X 是 半 度 量 空间 当 且 仅 当 X 是 对 称 度量 的 Fréchet 空间 . 目 
为 进一步 说 明 序列 空间 的 性 质 , 我 们 定义 序列 闭 包 拓扑 空间 . 


定义 1.4.9(Franklin[1967]) ”每 一 空间 (X, 7 ) 可 重新 定义 一 拓扑 0,:Oeo, 当 且 仪 当 O 是 (X， 


T ) 的 序列 开 集 . 空间 (X，o, ) 称 为 X，7 ) 的 序列 闭 包 拓扑 空间 , 简 记 为 o X. 


显然 ，GX 是 序列 空间 ,X 和 a X 有 相同 的 收敛 序列 ,X 与 CX 中 的 同一 点 有 相同 的 序列 邻 域 . 


对 于 空间 X 及 ACX, 记 


cl , (A)=cl jx (A). 


cl ,(A)={x eX: 存在 A 中 的 序列 收敛 于 x}. 


int, (A)=X \ cl, (X \ A). 


引 理 1.4.10 ”对 于 空间 X 及 ACX,A 是 x 在 和 中 的 序列 邻 域 当 且 仅 当 xe int, (A). 


证 明 . 设 A 是 x 在 X 中 的 序列 邻 域 , 若 xgint, (A), 那么 xecl,(X\A), 于 是 存在 X、\A 中 


的 序列 收敛 于 x,， 这 与 A 的 假设 相 了 矛盾 . 反之 , 设 A 不 是 x 在 X 中 的 序列 邻 域 , 那么 存在 XANA 


中 的 序列 收敛 于 x, 从 而 xecl,(X\A), 改 xgint,(A). 和 


引 理 1.4.11 ”对 于 空间 X， 下 述 条 件 相互 等 价 : 


(1) GX 是 Fréchet 空间 . 


(2) 对 于 每 一 Ac X, cls (A)=cl, (A). 


(3) 对 于 每 一 ACX,cl, (A) 是 X 的 序列 闭 集 . 


(4) 对 于 每 一 ACX, int, (A) 是 X 的 序列 开 集 . 


证 明 . 由 定义 1.4.9, (全 0) 一 (G) 全 .4 和 S00). 设 A 是 点 x 在 oX 中 的 序列 邻 域 , 则 A 


是 x 在 X 中 的 序列 邻 域 , 于 是 xeint, (A), 而 int, (A) 是 oX 的 开 子 集 . 由 引 理 1.4.7，aX 是 Frk 


全 


chet 空间 . 国 


引 理 1.4.12 衬 间 X 是 强 Fréchet 空间 当 且 仅 当 X 是 Fréchet 的 Qj 空间 . 
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证 明 . 显然 , 强 Fréchet 空间 是 Fr&chet 的 cx 空间 . 反之 , 若 X 是 Frechet 的 co 空间 ,， 设 {A，} 


是 XX 中 递减 的 集 列 {A, } 且 xe 门 ,ycl(A , ), 对 于 每 ~neN， 存 在 由 A ,中 点 组 成 的 序列 {x ，}， 


收敛 于 x,， 不 妨 设 x 及 x 的 各 项 是 两 两 互 不 相同 的 , 令 F={x} {x :n,meN}, 则 F 是 X 在 x 


的 扇 . 因为 X 是 Qs 空间, 于 是 有 对 角 收 化 于 x， 又 因为 集 列 {A, } 是 递减 的 ,存在 X 中 收敛 于 x 


的 序列 {x , } 使 得 每 一 x, e A,， 从 而 XX 是 强 Fréchet 空间 . 国 


定理 1.4.13 对 于 空间 X， 下 述 条 件 相 互 等 价 : 


(1) 0X 是 gf 可 数 空间 . 


(2) XX 是 snf 可 数 空间 . 


(3)X 是 csf 可 数 的 空间 . 


证 明 . (1) 过 (3) 是 显然 的 . 


(3) 之 (2). 设 X 是 csf 可 数 的 Qs 空间 . 对 于 每 一 xeX, 让 了 PP, 是 x 在 XX 中 可 数 的 cs 网 . 对 于 


任 一 xEUeTr， 置 


F,={UP， :PeP,“ 且 UP, 是 x 在 X 中 的 序列 邻 域 }. 


则 ,是 可 数 的 . 如 果 ,不 是 x 在 X 中 的 网 , 那么 存在 X 的 开 子 集 G 使 得 xe G 且 对 于 每 一 


FeF, 有 FFG 记 


{Pe2, :PSG}=<P,>,F,=U,,P,,neN. 


ran 


的 cs 网 ， 对 于 每 一 ie N, 存在 X 中 收 


则 每 一 F, 不 是 x 在 X 中 的 序列 邻 域 . 因为 ,是 x 在 X 


敛 于 x 的 序列 Ti 和 ni sN 使 得 T; CP, NF; 且 njw>n;. 和 置 T={x}U (Uj;ewT;). 那么 T 是 x 


在 和 的 肩 . 因为 XX 是 Q, 空间 ,T 有 对 角 {x， } 收 敛 于 x 于 是 存在 ie N 使 得 P, 含 有 {x } 的 子 序列 


{Xxx}， 从 而 存在 m,jeN 使 得 j>i 且 xx eTj, 因此 ,x eP; 个 (XN\F， )= 儿 , 矛盾 . 故 F .中 


的 元 的 有 限 交 的 全 体 是 x 在 X 中 的 可 数 的 sn 网 , 从 而 XX 是 snf 可 数 空间 . 


(2) 沪 (1). 设 和 是 snf 可 数 空间 . 对 于 每 一 xeX, 设 {P, } 是 X 在 x 的 递减 的 sn 网 . 显然 ， 


一 P, 是 GX 在 x 的 序列 邻 域 . 若 G 是 x 在 X 中 的 序列 邻 域 , 如 果 每 一 P, ZG 则 存在 序列 {p，, } 
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使 得 每 一 p,sEP, NG 于 是 {p, } 在 X 中 收敛 于 x， 从 而 {p, } 是 终于 G 的 , 矛盾 . 因此 , 存在 ne N 


使 得 P,， CG 这 说 明 {P, } 是 0X 在 x 的 sn 网, 所 以 oX 是 snf 可 数 的 序列 空间 , 即 o XX 是 gf 可 


下 面 介绍 正则 化 拓扑 空间 . 


定义 1.4.14(Nogura，Shibakov[1995]) ”对 于 空间 (X, 7 ) 及 xo eX 可 重新 定义 拓扑 z* 如 下 : 


对 于 xz 关 Xo，{xjsz*#，xo 的 邻 域 基 取 为 原 拓扑 rz 在 X 中 的 邻 域 基 . 称 空间 (X，r 为 为 X，7 ) 在 


xo 的 正则 化 拓扑 空间 . 


引 理 1.4.15 设 空间 (CX，7T*) 是 空间 (X, 7 ) 在 xy 的 正则 化 拓扑 空间 ,那么 


(1) (X，T*) 是 正则 空间 . 


(2) 若 CX，z ) 是 Q 空间 , 则 (X，T*) 是 Qs 空间 . 


(3) 若 X，7 ) 是 强 Fréchet 空间 ， 则 (X，7T*) 是 强 Fréchet 空间 . 


证 明 . 易 验 证 , (X，T*) 是 正则 空间 . 


若 (X, 7 ) 是 Qs 空间 , 如 果 xeX 且 了 是 (X T*) 在 x 的 扇 , 那么 x=xo. 由 于 7 与 T* 在 x6 有 


相同 的 收敛 序列 , 于 是 FF 在 (X，7T*) 中 有 对 角 收 敛 于 x， 故 (X，7T*) 是 ou 空间 . 


若 (X, 7) 是 强 Fréchet 空间 ,如果 {A, } 是 X 中 递减 的 子 集 列 且 xe 门 ,_wcl,s (A,), 若 x 冯 Xo， 


则 xe 门 ,vy A,， 取 每 一 x ,=x eA,， 这 时 序列 {x , } 在 (X,，T*) 中 收敛 于 x; 若 x=xo。， 则 


xE 门 ,vcl; (A,), 于 是 存在 x,, eA, 使 得 序列 {x, } 在 (X，7 ) 中 收敛 于 x， 从 而 {x， } 在 (X，T*) 


中 也 收敛 于 x. 所 以 X，7 汶 是 强 Fréchet 空间 . 国 


1.5 例 
本 广 例 举 几 个 典型 的 例子 说 明 一 些 空间 类 的 不 组 含 关系 ,这些 例 子 的 大 部 分 已 在 林 寿 [1995] 


介绍 过 . 为 了 叙述 的 简明 起 见 ， 我 们 引用 了 后 几 音 中 的 一 些 结果 . 对 于 完全 正则 空间 X,，BX 是 


X 的 Stone-Cech 紧 化 . 当 X 是 离散 空间 时 ，B X 不 存在 非 平 凡 的 收敛 序列 (Engelking[1977]). 


例 1.5.1 林 寿 [1995] 的 例 1.8.6 和 例 2.9.26: Arens 空间 S ，. 
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(1) S ,是 没有 对 角 的 梳 , S, 是 具有 可 数 弱 基 的 正则 空间 . 


(2) S ,不 是 Fréchet 空间 . 


(3) S ,是 可 分 度量 空间 的 1 序列 覆盖 的 商 紧 映 象 , S 。 是 S ,的 完备 喘 象 . 国 


例 1.5.2 林 寿 [1995] 的 


侈 1.8.7、 命 题 2.7.21 和 命题 3.8.22: 局 空 间 S 。. 


(1) S _。 是 度量 空间 的 闭 映射 , 于 是 $。 是 Fréchet 空 间 , 但 是 $。 不 是 强 Fréchet 空间 , 不 是 snf 


可 数 空间 . 


(2) S。 是 没有 对 


的 扇 , S ,是 N, 空间 . 


(3) S。 不 具有 点 可 数 cs* 网 . 


(4)(S。) 不 是 kK 空间 里 


例 1.5.3 林 寿 [1995] 的 例 1.8.4: Gillman-Jerison 空间 ww (D). 


设 D 是 无 限 集 .D 的 可 数 无 限 子 集 的 族 台 称 为 几乎 互 不 相交 的 , 若 帮 中 


a 
I 

站 
pa 


发. 设 台 是 D 的 极 大 几乎 互 不 相交 族 , 则 4 是 不 可 数 


子 集 


Vw (D)=A% UD, 具有 下 述 拓扑 的 空间 yw (D) 称 为 Gillman-Jerison 空间 : D 


E 使 得 对 于 每 一 ieN 有 上 个 A,|=1, 于 


人 


FE 两 不 同 元 之 交 为 有 


的 . 否则 , 记 姑 <A ,>, 取 DD 的 可 数 无 限 


b 么 Eg A 且 A {EE} 是 几乎 互 不 相交 族 , 矛盾 . 置 


FP 的 点 取 为 w (DD) 的 孤立 


点 , 而 对 于 AeA, A 在 w (D) 中 的 邻 域 基 取 为 {{A}U (A\F) : FeA”}, 则 w (D) 是 局 部 紧 空 间 ， 


而 Ww (N) 是 可 展 空 间 . 


让 fw (IN 一 SS 使 得 fa)={0} 且 fn=lm， 那么 ?是 闭 映 射 . 若 { 是 紧 覆 盖 映 射 ， 则 存在 w (N) 


的 紧 子 集 K 使 得 KK)=Si， 于 是 NCK， 从 而 K=w (N), 矛盾 . 故 f 不 是 紧 履 盖 映 射 . 


散 子 


下 面 通过 w (N) 构 造 两 个 新 的 空间 . 让 X=w WN) {a} 是 w (N) 的 单 点 紧 化 , 则 XX 是 紧 的 序列 


ny 


已 


空间 ， 且 不 含有 子 空间 同 胚 于 S ,和 S,. 任 取 双 的 无 限 


长 ,所 以 序列 {A,，] 在 X 


收敛 于 a 对 于 每 一 neN, 置 A,=<a 


nm 


> 


52 岂 


了 集 闪 =<A, >， 由 于 在 Ww 中 是 闭 离 


b 么 在 w VD) 中 序列 


{a,,} ,收敛 于 A,. 让 M={a} UA’U {a,,， :n,meN}, 则 M 具 有 可 数 的 sn 网 . 因为 {a,, } 的 任 


一 子 序列 在 X 中 都 不 收敛 于 a, 所 以 M 同 胚 于 S，. 
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取 Y=X/A, 让 fX -站 是 自然 商 映 射 , 那么 Y 是 紧 的 序列 空间 ， 且 不 含有 子 空间 同 豚 于 $， 和 


S。 令 T=fM), 那么 T 有 可 数 的 cs 网 且 CT 同 胚 于 S。. 国 


外 


例 1.5.4 林 寿 [1995] 的 例 2.8.16: 存在 局 部 紧 的 度量 空间 M 和 紧 履 盖 , 1 序列 履 盖 , 商 ， 有 限 


到 一 映射 fM 一 X 使 得 
(1)X 是 可 分 的 正则 空间 . 
(2) X 具有 点 可 数 弱 基 . 
(3)X 不 是 亚 Lindelaf 空间 . 


(4)X 不 具有 紧 可 数 k 网 . 


定义 X=IXS1, Y=IX (S, \{0}), 集合 X 赋予 下 述 拓扑 : Y 作为 X 的 子 空间 具有 通常 的 欧 氏 


拓扑 . 对 于 (t, 0)e X 的 邻 域 基 元 具有 形式 : {( 0)} J (UU ,>, V(t, k)), ne N， 其 中 V(t, k) 是 点 (t, 1/k) 


在 欧 氏 子 空间 IX {1k} 中 的 开 邻 域 . 置 M=(@,_yIX{1n}) 甸 (@,_j {t} XS1), 那么 M 是 局 部 紧 的 


度量 空间 , 让 f 是 从 M 到 X 上 的 自然 映射 ， 则 { 是 紧 履 盖 的 商 有 限 到 一 映射 . 显然 ,X 是 可 分 的 正 


则 空间 . 易 验 证 , X 具有 点 可 数 弱 基 . 由 于 可 分 的 亚 Lindel6f 空间 是 Lindelsf 空间 , 而 X 不 是 


Lindel6f 空间 ,所 以 X 不 是 亚 Lindelsf 空间 . 


设 姑 是 空间 X 的 紧 可 数 k 网. 置 F={{(t,0)} :tel} {PAY:PeP}. 由 于 IX1{0} 是 X 的 闭 


离散 子 空间 , 于 是 F3 是 XX 的 k 网 . 而 Y 是 X 的 o 紧 子 空间 , 所 以 {PAY :PeP} 是 可 数 的 ,因此 


了 F 是 星 可 数 的 .由 推论 5.2.4, X 是 Lindel6f 空间 , 矛盾 . 故 X 不 具有 紧 可 数 k 网 . 国 


空间 X 称 为 可 数 亚 紧 空间 ， 若 X 的 每 一 可 数 的 开 履 盖 存 在 点 有 限 的 开 加 细 . 我 们 引用 


Ishikawa[1955] 的 可 数 亚 紧 空间 的 下 述 刻 画 : 若 {C, } 是 空间 X 的 递减 的 闭 子 集 列 且 门 ,nC ,= 纪 ， 


则 存在 X 的 开 子 集 列 {U , } 使 得 每 一 C, CU，, 且 站 ,-wU,= 亿 


例 1.5.5 Sakai[1997b] 的 例 2: 存在 局 部 可 数 的 正则 空间 X 使 得 X 的 所 有 紧 子 集 是 有 限 集 ， 
但 是 X 不 是 可 数 亚 紧 空 间 . 


设 D 是 基数 为 2” 的 子 集 , 赋予 D 离散 拓扑 . 让 [P。: wx<2”} 是 D 的 可 数 无 限 子 集 的 几乎 互 


不 相交 族 使 得 对 于 D 的 每 一 不 可 数 子 集 P 存在 w <2” 有 P。CP 这 种 集 族 的 存在 可 见 Blacar, 


Simon[1989] 的 例 4.2. 对 于 每 一 & <2”, 让 <P > 是 P, 的 无 限 子 集 的 互 不 相交 族 . 令 P={P。 : 
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Q <2”, ne N}. 对 于 每 一 w<2” 和 neN, 记 Pw=clmoPwANPw， 取 定点 pwePw: 让 


X=D UU {ps，，: Q 《<2”,neN}), 集合 X 被 赋予 BD 的 子 空间 拓扑 ， 则 X 是 正则 空间 . 因为 玫 是 几 


乎 互 不 相交 的 , X\D 是 义 的 闭 离 散 子 空间 . 易 验 证 ,X 是 局 部 可 数 空间 且 X 的 每 一 紧 子 集 是 有 限 


的 . 


我 们 证 明 X 不 是 可 数 亚 紧 空间 . 对 于 每 一 neN, 让 C, ={pw : 0 <2°,k>n}, 那么 每 一 C， 


是 义 的 闭 子 集 且 门 ，,C, = 名 . 若 存 在 开 集 U, 二 C ,使 得 门 _,U ,= 纪 , 因为 D 是 不 可 数 的 , 存 


在 neN 使 得 DNU ,是 不 可 数 的 , 于 是 存在 a <2° 使 得 Ps。 CDNU,， 从 而 pw ec, melDN 


U, )= 多 , 矛盾 . 故 X 不 是 可 数 亚 紧 空间 . 国 


例 1.5.6 林 寿 [1995] 的 例 2.9.27: 存在 局 部 紧 度 量 空间 Z 以 及 紧 有 覆盖 的 商 有 限 到 一 映射 
fZ 一 X, 完备 映射 gX-> 了 Y 具有 下 述 性 质 


(1)X 是 具有 点 可 数 闭 k 网 的 正则 空间 . 


(2)X 不 具有 点 可 数 cs 网 . 


(3) X 不 是 局 部 可 分 空间 . 


(4)Y 含有 闭 子 空间 同 胚 于 S，. 


对 于 xeL 设 $ , 同 且 于 S$,， 置 Z=I 引 (四 .SS .), 则 Z 是 局 部 紧 的 度量 空间 . 让 X 是 将 每 一 


xeI 与 $ ,的 极限 点 贴 合成 一 点 得 到 的 商 空间 ,用 下 表示 这 个 商 映 射 则 上 是 有 限 到 一 的 紧 覆 盖 映 


射 . 将 X 的 紧 子 集 I 贴 合成 一 点 得 到 的 商 空间 记 为 Y 用 g 表 示 这 个 商 映 射 , 则 g 是 完备 映射 . 这 


时 X 是 具有 点 可 数 闭 k 网 的 正则 空间 , 但 是 X 不 具有 点 可 数 cs 网 ,XX 不 是 局 部 可 分 空间 .Y 含有 


闭 子 空间 同 胚 于 S。 ， 


我 们 介绍 刘 川 和 “Tanaka[1996a] 构 造 的 上 述 空间 X 的 一 般 化 . 设 M 是 度量 空间 . 对 于 每 一 


xeM, 让 T ,是 收敛 于 x 的 序列 使 得 T ,路 M= 名 日 这 些 T ,是 两 两 互 不 相交 的 . 令 S .=T .ww {x}. 


T,) 并 且 Xw 关 于 {M] U {S，: xsM} 有 具有 弱 拓 扑 ， 于 是 Xw 由 空间 族 


{MUT、，:xeM)}) 控 制 ,XV 是 度量 空间 M@ (四 .VS ,) 的 商 有 限 到 一 映 象 . 国 


例 1.5.7 林 寿 [1995] 的 例 1.8.8: Michael 空间 . 
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取 定 pe CBNANN, 令 X=NJ {p}. 集合 X 赋 予 BN 的 子 空间 拓扑 称 为 Michael 空间 .显然 , X 


是 所 有 紧 子 集 为 有 限 集 的 正则 空间 , 于 是 X 是 N。 空间 , 但 是 X 不 是 k 空间 . 国 


例 1.5.8 ” 林 寿 [1999b] 的 例 4.3 和 Steen, Seebach[1978] 的 例 78: 半 园 盘 拓 扑 空间 XX. 


(1) X 不 是 正则 空间 . 


(2)X 是 可 展 空间 . 

(3)X 不 是 亚 Lindel6f 空间 . 

(4) 和 不 具有 点 可 数 的 cs* 网 . 

(5) X 具有 局 部 可 数 且 ca 离散 的 k 网 . 


记 7T 是 平面 R? 的 欧 氏 拓扑 , S={C y) : xyER,y>0},L={C 0) :xeR} 且 X=S JL. 在 X 上 赋 


予 半 园 盘 拓 扑 T*=7T jx J {{x}J (SD) :xsL Usz} 称 (X, 7 *) 为 半 园 盘 拓 扑 空间 , 则 X 是 


T,， 非 正则 ,可 分 ， 非 Lindel6f, 第 一 可 数 空间 (Steen，Seebach[1978]). 利用 R? 的 球形 邻 域 易 验 


证 X 是 可 展 空间 . 由 于 可 分 的 亚 Lindelaf 空间 是 Lindelsf 空间 , 所 以 X 不 是 亚 Lindelif 空间 ， 从 


而 X 不 具有 点 可 数 基 , 由 推论 2.1.7() 知 X 不 具有 点 可 数 的 cs* 网 . 所 以 (TD)~(G) 成 立 . 
置 P{fpj:peLjw{B(q, LomS:dq 的 两 个 坐标 均 是 有 理 数 ,neN}. 由 于 世 是 X 的 闭 离散 
子 空间 , 所 以 姑 是 X 的 局 部 可 数 且 c 离散 的 集 族 , 往 证 它 是 X 的 k 网 . 由 引 理 2.1.6, 只 须 证 P 


满足 : 若 X 中 的 序列 {z, } 收 敛 于 ze Ue T*,， 则 存在 Pe 了 PP 使 得 PcU 且 P 含 有 {z, } 的 无 限 项 . 不 


妨 设 所 有 的 z,, e S, 则 在 欧 氏 拓扑 中 序列 {z, } 仍 收敛 于 z, 于 是 存在 两 个 坐标 均 是 有 理 数 的 点 q 


和 k, meN 使 得 {z,，:n>k} CB(g, 1/m) 修 SCU. 因此 PP 是 X 的 k 网 . 故 X 具有 局 部 可 数 且 c 离 


散 的 k 网 所 以 (35) 成立. 目 
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第 二 章 ” 关 于 点 可 数 履 盖 


早 在 20 世纪 20 年 代 Alexandroff 和 Urysohn(Arhangel’skii[1997]; Arhangel'skii， 
可 分 度量 空间 组 成 的 点 可 数 开 履 盖 , 则 和 是 
度量 空间 . 1960 年 Ponomarev[1960] 用 度量 空间 的 开 s 映 象 刻画 了 具有 点 可 数 基 的 空间 , 为 
Alexandroff 的 空间 分 类 思想 莫 定 了 基础 ， 伴 随 着 亚 Lindel6f 等 覆盖 性 质 的 进一步 深入 探索 


(Burke[1984]),， 引导 了 一 批 一 般 拓 扑 学 工作 者 对 于 空间 中 点 可 数 集 族 的 浓厚 兴趣 . 对 于 由 点 可 数 


Tikhomirnov[1998]) 就 证 明了 如 果 正 则 空间 X 具有 


覆盖 所 确定 的 广义 度量 空间 理论 较为 系统 研究 的 3 篇 重要 论文 是 1976 年 Burke 和 Michael[1976] 


的 “On certain point-countable covers”，1984 年 Gruenhage，Michael 和 Tanaka[1984] 的 “Spaces 


determined by point-countable covers” 以 及 1987 年 Tanaka[1987b] 的 “Point-countable covers and 


k-networks”. Tanaka[1989] 的 论文 是 关于 点 可 数 履 盖 与 度量 空间 s 映 象 的 第 一 篇 较 详 细 的 综述 报 
告 (含有 完整 的 证 明 ). 这 些 论 文 的 大 部 分 结果 已 写 入 林 寿 [1995] 的 《广义 度量 空间 与 映射 >》. 现在 ， 
点 可 数 覆 盖 理 论 的 研究 依然 是 拓扑 学 中 较 活跃 的 课题 之 一 , 包含 函数 空间 (Dow，Junnila, 
Pelant[1997])、 拓 扑 群 (Arhangelskii[1998]) 和 广义 序 空间 ( 刘 川 , Sakai, Tanaka[2002]) 等 在 内 的 具有 
确定 的 点 可 数 覆 盖 空 间 的 度量 化 问题 依然 吸引 着 一 些 一 般 拓扑 学 名 家 的 关注 (Arhangelskii[1997]; 
林 寿 ， 燕 鹏 飞 [1998]). 
本 章 将 围绕 具有 点 可 数 丰 网 的 空间 、 有 具有 点 可 数 序列 网 的 空间 、 具 有 点 可 数 cs* 网 的 空间 、 

有 具有 点 可 数 cs 网 的 空间 与 具有 点 可 数 cfp 网 的 空间 中 的 一 些 与 度量 空间 的 s 映 象 相关 的 问题 曾 述 
点 可 数 覆 盖 的 理论 . 我 们 应 用 Miggenko[1962] 和 Ponomarev[1960] 处 理 点 可 数 覆 盖 与 度量 空间 开 8 


映 象 的 技巧 , 发 挥 Franklin[1967] 定 义 的 序列 闭 包 拓扑 “ 既 有 稳定 的 收敛 序列 又 可 回避 空间 对 弱 第 


一 可 数 性 的 要 求 ” 这 一 优点 , 介绍 了 Arhangel'skii、Hoshina、Michael 、Nagami、 刘 川 和 Tanaka 
等 提出 的 儿 个 问题 ( 见 问题 2.1.1, 问题 2.2.1, 问题 2.3.2, 问题 2.4.1 和 问题 2.5.1) 的 解决 情况 与 研 


究 进 展 , 初步 建立 了 度量 空间 的 序列 覆盖 s 映射 与 紧 覆 盖 s 映射 的 研究 框架 . 


2.1 wes* 网 与 基 
在 由 点 可 数 履 盖 所 确定 的 广义 度量 空间 类 中 , 具有 点 可 数 k 网 的 空间 所 具有 的 魅力 仅 次 于 具 


有 点 可 数 基 的 空间 . 研究 M 空间 的 度量 化 (Gruenhage, Michael, Tanaka[1984])、 度量 空间 的 s 映 象 


(Tanaka[1987b]) 与 完备 首 象 (Gruenhage, Michael, Tanaka[1984])、 乘 积 空间 的 弱 第 一 可 数 性 (CNogura， 
Shibakov[1995]; Shibakov[1995a]; Tanaka[1997]), CW 复 形 ( 刘 川 , Tanaka[1996c]; Tanaka[1992a])、 
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函数 空间 (McCoy, Ntantu[1988])、 广 义 序 空间 ( 刘 川 , Sakai, Tanaka[2002]))、 具 广义 度量 条 件 的 拓扑 


群 的 度量 化 ( 刘 川 ，Sakai，Tanaka[2002]; Shibakov[1998a]) 及 具有 点 可 数 基 空间 的 性 质 ( 林 寿 ， 
Tanaka[1994]) 等 均 与 具有 点 可 数 k 网 的 空间 有 关 . 由 此 可 见 , 具有 点 可 数 k 网 的 空间 是 较 典 型 的 
广义 度量 空间 类 (Tanaka[1999]). 

具有 点 可 数 k 网 空间 研究 的 主旋律 之 一 是 它 与 由 点 可 数 覆 盖 确 定 的 空间 之 间 的 转化 , 适当 的 
弱 第 一 可 数 性 是 一 个 合适 的 媒介 . 刘 川 和 Tanaka 提出 


问题 2.1.1 (1)( 刘 川 , Tanaka[1998b]; Tanaka[1994]) 若 具 有 点 可 数 k 网 的 k 空间 X 不 含有 闭 


子 空间 同 胚 于 S, 和 S,，， 那么 X 是 否 具有 点 可 数 基 ? 


(2)(Tanaka[1987a]) 若 度 量 空间 的 商 s 映 象 XX 不 含有 闭 子 空间 同 胚 于 S$, 和 S,，, 那么 X 是 否 


具有 点 可 数 基 ? 


(3)(Tanaka[1994]) 若 具 有 点 可 数 cs 网 的 序列 空间 X 不 含有 闭 子 空间 同 胚 于 S 。， 那么 和 是否 


具有 点 可 数 弱 基 ? 


(4)( 刘 川 , Tanaka[1996a]) 若 具有 a 点 有 限 k 网 的 k 空 间 和 不 含有 闭 子 空间 同 豚 于 S$。， 那么 


X 是 否 是 gf 可 数 空间 ? 


问题 2.1.1 的 实质 是 在 具有 点 可 数 k 网 的 空间 中 $，，$ 。 与 弱 第 一 可 数 性 的 关系 . 1977 年 


E34 


N 


HH 


Franklin 和 Thomas[1977b] 证 明了 具有 可 度量 “ 块 ” 的 k。 空间 是 可 度量 空间 当 且 仅 当 它 不 含有 子 


间 同 豚 于 $,， 和 S$_。; 1983 年 Tanaka[1983] 证 明了 局 部 可 分 度量 空间 的 正则 的 商 s 映 象 是 可 度量 空 


间 当 且 仅 当 它 不 含有 闭 子 空 间 同 胚 于 S$,， 和 S$,; 1987 年 Tanaka[1987a] 证 明了 在 假设 (CH) 下 度量 


空间 的 正则 的 商 紧 映 象 具有 点 可 数 基 当 且 仅 当 它 不 含有 闭 子 空 间 同 胚 于 $ , (CH 表示 连续 统 假设 , 


即 @, = 2 ); 1994 年 刘 川 和 戴 牧 民 [1994] 证 明了 对 于 具有 点 可 数 闲 K 网 的 正则 的 k 空间 X, 若 X 


有 具有 点 Gy 性 质 且 不 含有 闭 子 空间 同 胚 于 S$。, 则 X 是 gf 可 数 空 间 ; 1995 年 Nogura 和 


Shibakov[1995] 证 明了 对 于 具有 点 可 数 k 网 的 Fréchet 空 间 X, 若 X 不 含有 闭 子 空间 同 胚 于 $，， 则 


X 是 第 一 可 数 空间 . 受 这 些 工 作 的 引导 ， 本 侧 重 于 介绍 在 具有 点 可 数 履 盖 空 间 中 如 何 建立 S ,， 


S 。 与 弱 第 一 可 数 性 的 精确 关系 ,深化 了 已 有 的 一 系列 结果 , 解决 了 2.1.1 中 的 全 部 问题 . 
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先 引进 几 个 概念 与 记号 . 与 k 网 和 cs* 网 相关 的 概念 是 下 述 的 wcs* 网 和 条 件 (A) 和 (B). 对 于 


空间 X 的 子 集 族 F 和 AcCcX, ?3 称 为 A 的 序列 邻 域 , 如 果 A cint ,(wv 丸 , 由 引 理 1.4.10, 即 F 


是 A 中 每 一 点 在 X 中 的 序列 邻 域 . 


定义 2.1.2 设防 是 空间 XX 的 覆盖 . 


(1)( 林 寿 , Tanaka[1994]) 必 是 XX 的 wcs* 网 如 果 {x,;} 是 XX 中 收敛 于 x 的 序列 且 xe UeT， 则 


存在 Pe 了 PP 和 {x } 的 子 序列 {x， } 使 得 <x ,>CPCU. 


(2)( 薰 鹏 飞 ， 林 寿 [1999a]) 称 PP 具有 (A)， 如 果 xeUeT，, 则 存在 了 FEP2o 使 得 


xEint (VFC YFEU. 


(3X( 燕 鹏 飞 ， 林 寿 [1999a]) 称 PP 具有 (B), 如 果 xeUerTt, 则 存在 FeP ”使 得 


xeint, (VJFHCYUFCU, HxeNF. 


术语 wes* 网 的 更 早 描述 是 在 Tanaka[1987b] 中 记 为 条 件 (C, ). 而 条 件 (A) 和 (B) 的 引入 源 于 如 


下 的 Burke-Michael[1976] 条 件 : X 有 点 可 数 覆 盖 P 使 得 如 果 xe Ue t+， 则 存在 FeP“ 有 


xEeint(V FCUFCU HxeMF.1969 和 9 


EFilippov[1969] 通 过 极其 复杂 的 构造 证 明了 “可 数 双 商 s 


映射 保持 具有 点 可 数 基 的 空间 ”1972 年 Burke 和 Michael[1972] 却 以 另 一 种 方式 较 容 易 地 证 明了 


“可 数 双 商 s 映射 保持 具有 点 可 数 基 的 空间 ” 划 


的 弱 第 一 可 数 条 件 ， 要 达到 Burke-Michael 条 件 中 有 限 并 的 开 邻 域 性 质 也 是 有 困难 的 . 另 一 方 四 


Burke-Michael 条 件 中 的 集 族 性 质 与 问题 2.1.1 中 


一 集 族 性 质 . 本 节 上 由 在 发 展 wcsx 网 的 到 


精彩 与 重要 之 处 在 于 Burke 和 Michael 借助 上 述 
的 点 可 数 覆 盖 性 质 获 得 了 点 可 数 基 空 间 的 一 个 等 价 刻画 , 利用 点 可 数 基 空 间 在 可 数 双 商 s 映射 下 
的 象 空间 具有 这 种 点 可 数 履 盖 性 质 得 到 了 Filippov 定理 的 优美 证 明 . 虽然 Burke-Michael 条 件 放 
低 了 对 于 空间 中 点 可 数 覆 盖 中 元 素 开 集 条 件 的 要 求 ,但 在 讨论 映射 定理 时 若 缺 少 了 空间 中 适当 


LE 论 , 试图 利 ) 


条 件 中 的 “ 开 令 域 ” 条 件 , 绪 得 了 这 种 部 


> 


的 集 族 性 质 罕 网 ”或 “cs* 网 ”都 缠 含 了 “wcs* 网 ”这 
更 一 般 的 “序列 邻 域 " 来 代替 Burke-Michael 
条件 与 备 受 关注 的 wcs* 网 之 间 的 精确 联系 , 同时 借助 


Nogura 和 Shibakov[1995] 的 正则 化 技巧 (定义 1.4.14) 减 弱 了 空间 对 于 正则 分 离 性 的 要 求 , 将 过 去 


己 获 得 的 在 点 可 数 履 盖 方 向 上 关于 弱 基 、cs 网 、k 网 和 cs* 网 等 的 一 些 重 要 结果 统一 到 wcs* 网 上 ， 


肯定 地 回答 了 2.1.1 中 的 所 有 问题 


易 验 证 , 对 于 空间 X 的 覆盖 ， 
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sn 网 二 (BB) 二 (A) 
U U U 


cs 网 一 cs* 网 一 wecs* 网 和 k 网 ， 


X 是 snf 可 数 空间 过 X 是 Q 空间 心 cX 是 Qs 空间 过 oX 不 含有 闭 子 空间 同 胚 于 S， 之 X 不 


含有 闭 子 空 间 同 胚 于 S。. 


为 了 说 明 上 述 尾 盖 的 进一步 关系 , 我 们 先 证 明 一 个 与 著名 的 Miggenko 引 理 ( 引 理 1.3.6) 类 似 
的 有 趣 结果 . 对 于 空间 X 的 子 集 H 和 匡 的 序列 邻 域 马 称 是 H 的 极 小 序列 邻 域 , 若 对 于 每 一 


Pe2D, HZint (UV (PNI{P)). 


引 理 2.1.3( 燕 月 飞 ， 林 寿 [1999a]) 如 果 2 是 空间 X 的 点 可 数 履 盖 , 那么 X 的 每 一 非 空子 集 
仅 有 至 多 可 数 个 由 的 元 组 成 的 有 限 的 极 小 序列 邻 域 . 


证 明 . 对 于 每 一 FePRP, 让 AK)={HCX: F 是 了 HH 的 极 小 序列 邻 域 }. 设 理 是 X 的 非 空子 集 ， 


如 果 存 在 不 可 数 个 Fe PP 使 得 He 人 AK, 则 存在 me N 和 Pp 的 不 可 数 子 集 人 使 得 对 于 每 一 


Fe 人 有 |F=m HHe A 人 DF. 
设 克 是 P 的 满足 对 于 不 可 数 个 Fe A 有 RC2F 的 极 大 子 集 , 那么 0<| 鼠 <cm. 由 于 


HZ int (JR 选取 xeHNint,(UU 态 , 存 在 X 中 收敛 于 x 的 序列 {x , } 使 得 所 有 的 x, UR 让 


L=<x, >, ={Fe A: RC23F]. 如 果 FeT, 那么 UF 是 x 的 序列 邻 域 , 于 是 L 与 的 某 些 元 相 


交 . 因为 了 是 点 可 数 的 且 工 是 不 可 数 的 , 所 以 存在 Pe 了 PP 使 得 LPz 名 且 有 TT 的 不 可 数 个 元 含 
有 P, 于 是 Pg 友 且 有 T (因而 A ) 的 不 可 数 个 元 含有 RS {P}, 这 与 及 的 极 大 性 矛盾 . 故 仅 有 至 多 


可 数 个 FeP“ 使 得 HeF(F). 上 


推论 2.1.4(Gruenhage, Michael, Tanaka[1984]) (1) 具有 点 可 数 k 网 的 紧 空 间 是 可 度量 空间 . 
(2) 具有 点 可 数 k 网 的 空间 是 序列 空间 . 


证 明 .(1) 设 X 是 具有 点 可 数 k 网 必 的 紧 空 间 , 则 X 是 正则 空间 . 让 P'=U {FePW” :FF 是 


X 的 极 小 序列 邻 域 }), {int(U 双 :Fe(P')“}. 这 时 X 的 极 小 序列 邻 域 就 是 X 的 极 小 覆盖 .1 


引 理 2.1.3, 如 是 可 数 的 . 往 证 2 是 X 的 基 . 对 于 每 一 xeUe 7, 存在 X 的 开 子 集 V 和 多 esP 


使 得 xe VC UVZH CU. 不 妨 设 多 :是 V 的 极 小 覆盖 ,对 于 每 一 HEeZ 存在 xyeEV、NU (FY 


{Hj), 令 C={xy :HeZ} 则 存在 ZeP 使 得 XNVCUZHCXNC. 让 HZH UV 了 FY” 则 学 
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是 X 的 序列 邻 域 , 于 是 存在 多 的 子 集 3 是 X 的 极 小 序列 邻 域 . 如 果 He 多, 则 理 是 这 中 含有 


xH 的 唯一 元 , 于 是 HesZF 从 而 及"*CFCP ' 且 xeVCint(wvZ CU. 所 以 史 是 X 的 基 . 故 X 


是 可 度量 空间 . 


(2) 设 义 是 具有 点 可 数 k 网 的 k 空间 . 若 F 是 X 的 序列 闭 集 ， 对 于 X 的 任 一 紧 子 集 K， 如 果 


FMK 不 是 K 的 闭 子 集 ， 由 于 民 是 可 度量 空间 , 于 是 存在 FAK 中 的 序列 {x } 收 敛 于 KNF 中 的 


点 , 这 与 F 是 X 的 序列 闭 集 相 矛 盾 , 从 而 FMK 是 K 的 闭 子 集 ， 所 以 F 是 X 的 闭 子 集 . 故 X 是 序 
列 空 间 . 秆 
引 理 2.1.5 对 于 空间 X, 考虑 下 述 条 件 : 


(1) 关 有 点 可 数 覆 盖 满足 (B). 


(2)X 是 具有 点 可 数 cs* 网 的 Qs 空间 . 


(3)X 是 具有 点 可 数 wcs* 网 的 Qs 空间 . 


(4) 义 有 点 可 数 覆 六 满足 (A). 


那么 (全 O) 之 (G3) 全 (4). 若 更 设 X 是 正则 空间 ,那么 (4) 过 1). 


证 明 . (1) 党 (3) 和 二 (3) 是 显然 的 . 


G3) 过 (49. 设 空间 X 是 Qs 空间 , 且 必 是 X 的 点 可 数 wes* 网 . 车 PP 不 具有 (A)， 则 对 于 某 一 


xEeUeT 不 存在 Fe P” 使 得 xe int,( 妨 CU FCU. 对 于 1 的 每 一 可 数 子 集 C,, 让 {PeP: 


J 


PAC,; 久 ,PCU}=<Py>. 让 Co={x}, 那么 Pi。 不 是 x 在 X 中 的 序列 邻 域 , 存在 UNP ,中 


收敛 于 点 x 的 序列 {xj, }. 让 C1=<xj, >, 因为 姑 是 X 的 wes* 网 , 存在 njeN 和 Ci 的 无 限 子 集 


Ci 使 得 CCUIP，: 1<isni, 0<j<1}. 不 失 一 般 性 , 我 们 可 以 设 C, =Ci, 那么 U {P; : 


1<i<nj, 0<j<1} 不 是 x 在 XX 中 的 序列 邻 域 . 继续 上 述 的 过 程 ,对 于 每 一 me N, 可 以 归纳 地 选 


取 C={x: neN}CU 和 递增 的 序列 fn } 使 得 序列 {x }) ,收敛 于 x, 且 CC UI{P, : 


1<i<n,, 1<j<m}NNU {P;，: 1<i<n i, 0<j<m-1}. 这 说 明 每 一 Ps 刀 仅 与 有 限 个 C, 相交 . 


11 一 1 


让 S={x}jw(U ，vC,) 则 S 是 X 在 x 的 肩 . 因为 X 是 ,空间 ,S 有 对 角 收敛 于 x， 从 而 存在 PeP 


使 得 PCU 且 P 与 无 限 个 C, 相交, 矛盾 . 故 性 有 (A). 所 以 X 有 点 可 数 覆 盖 满 足 (A). 
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(2) 党 (). 设 空间 X 是 具有 点 可 数 cs* 网 的 空间. 让 P 是 XX 的 点 可 数 cs* 网 . 对 于 每 一 


xceUeT ， 置 


F,={UP， :Pe( 妃 ,“ 且 UP 是 x 在 X 中 的 序列 邻 域 }. 


则 3 ,是 可 数 的 . 由 定理 1.4.13 的 (3) 一 CO) 知 , ,是 x 在 X 中 的 网 . 从 而 , 存在 FeP ”使 得 


xeint,(UVU 人 FCUFCU, 且 xe 六 Z 因此 ,Pp 满足 条 件 (B). 


(人 一 (). 设 X 是 正则 空间 且 FP 是 X 的 满足 (A) 的 点 可 数 覆 盖 . 对 于 每 一 FeP<2， 置 


M()={xeX :3 是 {x} 的 极 小 序列 邻 域 ] 对 于 每 一 PeP. 让 


P'=PW(Cw{M( :FeP ,Pe DF)). 


那么 PCcl(P). 事实 上 , 对 于 每 一 xeM(D) 和 PeF 有 xeint, (UD, 而 xgint,(J (ZN{P}))), 于 


是 存在 P 中 收敛 于 点 x 的 序列 ,因此 xecl(P), 所 以 P’' Ccl(P). 让 P={P':PeP}. 对 于 每 一 xEX， 


置 各 ,=w{FsP: xeM( 罗 }， 由 引 理 2.1.3, 仅 对 人 至 多 可 数 个 FEeP%” 有 xeM(), 所 以 难 ,是 


可 数 的 . 因为 xeP' 当 且 仅 当 xeP, 或 xeM(D 且 PeF 于 是 PeA,, 故 P' 是 点 可 数 的 . 对 于 每 


一 xeWe7T， 由 于 X 的 正则 性 , 存在 Ue 7 使 得 xeUcCcc(U)cCW. 选取 F。eP” 使 得 


xEint,(UVF0)C UF0oCU. 不 妨 设 xeM(F0). 让 Fi={P: PeF0}, 那么 对 于 每 一 P'eZF 有 


xEP”. 另 一 方面 ,xe int (UF0)C UFy Cd F0)cCc(U)cW. 所 以 PP 满足 (B). 


(4 之 (3). 设 空间 (X, 7 ) 有 点 可 数 履 盖 必 满 足 (A)， 显然 ,，(A) 强 含 wcs* 网 . 对 于 任 一 xoEX,， 


设 空间 (X,，T*) 是 (X, 7 ) 在 xu 的 正则 化 拓扑 空间 , 那么 r* 是 正则 空间 . 让 P:=PU {{x} :xeX), 


则 PR* 在 空间 X，z*#) 是 点 可 数 履 盖 且 满足 (A). 事实 上 , 设 xeUe7T*, 着 x 关 xX0， 则 {xj esPY 且 


在 7#x 中 Xeint ,({x}))={x} C U， 若 x=x。， 则 存在 PP eeP” 使 得 在 7 中 


xeint,(vPTDTCwP CU. 因为 UP :是 x 在 X，r) 中 的 序列 邻 域 , 于 是 UP ' 是 (X,，T*) 的 序 


列 开 集 , 所 以 在 tT* 中 xeint,(JUP')=U PcCU, 故 P* 有 性 质 (A)， 由 (4) 坊 (1) 知 X,，T 汐 具 有 点 


可 数 覆 盖 满 足 (BB)， 所 以 (X，z 3 是 snf 可 数 空间 ， 政 (X, 7 ) 在 x, 是 snf 可 数 空间 . 因此 (X, 7 ) 是 
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ow 空间 . 国 


引 理 2.1.6 ”对 于 空间 X, 考虑 下 述 条 件 : 
(D)X 有 点 可 数 cs* 网 且 X 的 每 一 紧 子 集 是 序列 紧 的 . 
(2)X 有 点 可 数 wes* 网 且 X 的 每 一 紧 子 集 是 序列 紧 的 . 
(G3)X 有 点 可 数 K 网 . 


那么 了 一 (2) 倒 (G3). 若 更 设 X 是 正则 的 空间, 那么 2) 一 (]). 


证 明 . 显然 , (之 (2). 由 推论 2.1.4(1) 知 3) 和 党 0). 若 X 是 正则 的 空间， 由 引 理 2.1.5 知 


2) (LD. 


(2) 和 过 3). 设 必 是 空间 XX 的 点 可 数 wcs* 网 且 XX 的 每 一 紧 子 集 是 序列 紧 的 . 对 于 X 的 紧 子 集 


KCUeT 和 xeK, 记 


FA-{Pe PDP:PCOU), (FH),=<P, (X)>. 


这 时 每 一 P, (x ; ) 仅 含有 {x } 的 有 限 项 . 因为 K 是 序列 紧 的 ， 所 以 序列 {x; } 存 在 收敛 的 子 序列 


> 


{x }. 由 于 了 是 XX 的 WCS* 名 ， 于 是 存在 Pe 多 使 得 P 


得 K 二 JF. 这 说 明 PP 是 X 的 k 网 .(G3) 成 立 . 国 


推论 2.1.7 设 X 是 强 Fréchet 空间 ,那么 


(1) 若 义 具有 点 可 数 cs* 网 ,， 则 XX 具有 点 可 数 基 . 


有 无 限 项 x，, 矛盾 . 故 存在 FE HA 使 


(2) 若 X 是 具有 点 可 数 wes* 网 的 正则 空间 , 则 X 共有 点 可 数 
(3) 若 X 具 有 点 可 数 wcs* 网 , 则 和 X 是 第 一 可 数 空间 . 


证 明 . (1) 设 X 是 具有 点 可 数 cs* 网 的 强 Fréchet 空间 . 由 引 到 


Fe PD™}. 


EE. 


E 2.1.5, X 


若 不 存在 FEY” 使 得 Kc J F， 则 可 选取 KK 中 的 序列 {x4 } 使 得 当 n,j<k 时 有 x &P, (x ;). 


k 有 点 可 数 覆 盖 必 满 


足 (B). 由 引 理 1.4.7, 条 件 (B) 中 的 序列 邻 域 可 加 强 为 相应 点 的 邻 域 . 这 时 X 是 第 一 可 数 空间 . 对 


于 每 一 FeP“, 置 AH)={H 二 X:F 是 HH 的 极 小 序列 邻 域 }, V(F)=int(J (UD 站 DD), 估 {V(F): 


首先 , YZ 是 XX 的 点 可 数 集 族 . 车 xs V(), 则 存在 HeAH 丫 PP 使 得 xeH， 由 引 理 2.1.3， 仅 
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有 至 多 可 数 个 Fe P” 使 得 He HH), 而 x 属于 允 的 至 多 可 数 个 元 , 于 是 x 属于 多 的 至 多 可 数 个 


元 . 其 次 , V 是 X 的 基 . 对 于 每 一 xeUe 7， 存在 FeP 使 得 x 
的 极 小 序列 


eint( DCU, 不 妨 设 F 是 {x} 


邻 域 . 取 GeP™” 使 得 xe 作 Gxeint(UG)C UG Cint(UD. 和 若 GegG, 那么 


GeZH(F), 于 是 int(JG)CV()， 从 而 xeV(l 刀 二 U. 即 V 是 X 的 点 可 数 基 . 


由 引 弄 


设 (X， 


有 


7 ) 是 


设 空 


xoEX， 设 空间 (X，T**) 是 (X，T 


T ) 的 点 可 数 wcs* 网 ， 记 P={ {x}: xeX} UP 则 Px 是 (X，T*) 的 点 可 


(X,，T*) 也 是 强 Fréchet 空 


故 X 是 第 一 可 数 空间 . 目 


引入 条 件 (A) 和 (B) 的 目的 之 一 


川 提 出 的 下 述 问题 

问题 2.1.8( 林 寿 ， 燕 鹏 飞 [1998]) 若 具 有 点 可 数 下 网 的 Fréchet 的 正则 空 
间 同 胚 于 S。, 那么 X 是 否 具有 点 可 数 的 cs* 网 ? 

引 理 2.1.6 表 明 ， 有 具有 点 可 数 k 网 的 正则 的 ws 空 


我 们 意外 地 发 现 问题 2.1.1(4) 的 


定理 2.1.9 设 空 间 X 具有 


(1) 如 果 GX 不 含有 闭 子 空间 同 且 于 $ 


间 . 由 (2), (X，7T**) 是 第 一 可 数 空间 ， 


EB 2.1.6 和 (1) 知 (2) 成 立 . 
点 可 数 wes* 网 的 强 Fréchet 空 


上 人 3 


) 在 x6 的 正则 化 拓 半 


空间 , 我 们 证 明 X 


E 间 , 那么 工 * 


是 第 一 可 数 空间 . 对 于 任 一 


是 正则 空 是 空间 (X， 


* 间 . 设 人 3; 


数 wcs*# 网 . 由 引 理 1.4.15， 


于 是 X，7 ) 在 xo 具 有 可 数 局 部 基 . 


回答 是 


点 可 数 wcs* 网 ， 那么 


, 则 caX 是 Fréchet 空 


想 寻求 从 点 可 数 k 网 到 点 可 数 cs* 网 的 过 渡 条 件 . 这 涉及 刘 


间 X 不 含有 闭 子 空 


s 间 具有 点 可 数 的 cs* 网 . 在 对 该 问题 的 讨论 中 ， 


肯定 的 . 为 此 ,下 面 说 明 S ,,S ,与 弱 第 一 可 数 性 的 关系 . 


间 ]. 


(2) 如 果 oX 不 含有 闭 子 空间 同 且 于 $， , 则 aX 是 gf 可 数 空 间 . 
证 明 . 让 允 是 空间 XX 的 点 可 数 wes* 网 . 
(1) 我 们 用 反 证 法 证 明 (1) 成 立 . 设 oX 不 是 Fréchet 空间 . 由 引 


理 1.4.11, 存在 X 的 子 集 了 使 


得 cl, (GD 不 是 a X 的 闭 子 集 . 


因为 CCX 是 序列 空 


cl (H). 不 妨 设 {x } 的 各 项 是 两 两 互 不 相同 的 


两 互 不 相交 的 开 


子 集 列 {V, } 使 


敛 于 点 X， 


. 置 C=[x, ]U {x 


nm 


所 有 的 x, gH. 


得 每 一 x，EV ， 


:n, me N}, 则 C 是 x 在 X 中 的 梳 . 如 果 a C 不 同 胚 于 S， 
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. 对 于 每 一 ne N, 存在 了 mV ,中 的 序列 {x,， 


间 , 存在 cl ,( 怒 中 的 序列 {x, } 收 敛 于 xeX、 


由 于 XX 是 T, 空间, 存在 X 中 两 


} 收 


,因为 0 C 


是 序列 空间 , 所 以 它 的 拓扑 由 收敛 序列 所 确定 ， 故 C 有 对 角 . 让 {y 4 } 是 C 中 收敛 于 茶点 y 的 对 角 . 


由 于 x 和 cl (HD,， 所 以 y 了 x， 从 而 对 于 某 个 ieN 有 yeV,, 于 是 存在 je N 使 得 当 k>j 时 有 


yx eV;， 这 与 {V， } 是 两 两 互 不 相交 的 相 矛 盾 , 故 a C 同 胚 于 S,. 置 K=[x, ], R={Pe 2: 


PA {xi: n, meN} 基 人 ,clP) 和 KEK= 纪 }, 则 写 是 可 数 的 . 让 和 <P ,>. 对 于 每 一 neN, 存在 


m,, EN 使 得 {x ,,，: m>m, }CXN\U clPL). 取 S=KU {x,,，: neN, m>m,}, 那么 oS 同 


胚 于 S,. 如 果 GS 不 是 o X 的 闭 子 集 , 存在 S 中 的 序列 {x un } 收 敛 于 x S. 我 们 可 以 假设 


n 


x1>n;. 置 KK1=[x,%]， 那么 KK= 亿 ,于 是 存在 X 中 的 开 了 了 集 U 使 得 K CUC cl(U) CX 


N\K. 由 于 PP 是 义 的 wes* 网 ,存在 Pe 了 Pp 使 得 PK 是 无 限 的 且 PCU， 从 而 有 je NN 使 得 P=P ，,， 


J 


my 的 选取 和 S 的 定义 知 对 于 每 一 n ,>j 有 Xx, P, 矛盾 . 故 oS 在 oX 中 是 闭 的 , 所 以 oX 


含有 闭 子 空间 同 胚 于 S$，. (I) 成立 . 


(2) 设 GX 不 含有 闭 子 空间 同 胚 于 $ 


中， 


首先 , 我 们 证 明 X 是 c, 空间 . 若 X 不 是 w, 空间 , 则 存在 X 中 的 点 x 及 X 中 在 x 的 扇 F 使 得 


下 没有 对 角 收 敛 于 x. 置 


F={x} UJ {x,, :nmeN)， 


R={PeP:PMN {x,, :n,meN}zG,x¢clP)}=<P, >. 


对 于 每 一 ne N 存在 m, EeN 使 得 {x,, : m>m,}cXN\U ,dP,). 取 T={x}U {x,,，: 


neN, m>m,】, 则 T 是 x 在 和 中 的 肩 且 没有 对 角 收敛 于 x. 如 果 存 在 T 中 的 序列 {x,,,} 收 敛 于 


x 关 X. 不 妨 设 ni >n;, 那么 存在 Pe 室 使 得 P<x，, > 是 无 限 的 , 这 与 m, 的 选取 及 T 的 构造 


相 了 矛盾. 因此 GT 是 acX 的 闭 子 空间 且 同 胚 于 S$。， 了 矛盾 , 故 X 是 Qs 空间 . 


其 次 , 证 明和 是 snf 可 数 空间 . 对 于 任 一 xoeX, 设 空间 (X，T*) 是 (X, 7 ) 在 xu 的 正则 化 拓 


扑 空间 , 那么 zr# 具有 点 可 数 的 wes* 网 PU {{x} : xeX}. 由 引 理 1.4.15，7T* 是 正则 的 Qj 空间 . 


引 理 2.1.5，r# 具有 点 可 数 履 盖 满 足 条 件 (B), 于 是 z* 在 xo 具有 可 数 的 sn 网 从 而 7 在 xo 也 其 
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定理 1.4.13, o 


由 推论 1.3.9， 引 理 1.4.2 和 引 | 剧 


引 理 2.1.10(Tanaka[1987b]) 


的 序列 空间 . 国 
下 述 两 个 推 
推论 2.1.11 


设 X 


有 可 数 的 sn 网 , 故 X 是 snf 可 数 空间 . 


X 是 gf 可 数 空间 . 目 


8 1.4.3 有 下 述 结 果 . 


E 论 肯定 地 回答 了 2.1.1 中 的 全 部 问题 . 


点 可 数 wcs* 网 的 序列 空间 ， 那么 


是 具有 


(1) 义 是 Fréchet 空 


(2)XX 是 gf 可 数 空 


间 当 


仅 当 X 不 含有 闭 子 空间 同 胚 于 S，. 


间 当 且 仅 当 X 不 含有 闭 子 空间 同 胚 于 S。. 


(3)X 是 第 一 可 数 空间 当 且 仅 当 X 不 含有 闭 子 空间 同 胚 于 S,， 和 S_，， 


(4)X 具有 


证 明 . 由 定理 2.1.9 及 推论 1.4.8 知 (1)~(3) 成 立 . 若 更 设 X 是 正则 空间 ， 如 果 X 不 含有 闭 子 空 


点 可 数 基 当 且 仪 当 X 不 含有 闭 子 空间 同 胚 于 S, 和 S$。. 


若 更 设 X 是 正则 空间 ， 那么 


间 同 胚 于 S$， 和 S。, | 


(3) 和 推论 2.1.7 可 得 (4). 国 


推论 2.1.12 (1) 空间 X 具有 点 可 数 sn 网 当 目 


间 同 胚 于 S。. 


(2) 空间 X 具有 点 可 数 弱 基 当 


豚 于 S 


中。 


(3) 空间 X 具有 点 


于 S, 和 S ， 


仅 当 X 具有 点 可 数 cs 网 且 


仅 当 X 是 具有 点 可 数 cs 网 的 序列 空间 且 


三 
人 


可 数 基 当 日 仅 当 X 


具有 点 可 数 cs* 网 的 序列 空间 目 


证 明 . (1) 设 


1.4.13, X 是 snf 可 


空间 X 具 有 点 可 数 cs 网 且 GX 不 含有 闭 子 空间 同 肛 于 S$，. 


族 构成 X 的 sn 网 . 对 于 每 一 xeX, 设 <V ,> 是 x 在 X 中 递减 的 sn 


使 得 V, CP}, 那么 PP 


则 存在 x 在 XX 中 的 


空间 X 是 度量 空间 的 商 s 映 象 当 且 仪 当 X 是 具有 点 可 数 cs* 网 


Lo X 不 含有 闭 子 空 


定理 2.1.9 和 定理 


数 空间 . 设 必 是 空间 X 的 关于 有 限 交 封闭 的 点 可 数 cs 网 , 我们 证 明 2 


不 含有 闭 子 空间 同 


[不 含有 闭 子 空间 同 胚 


的 某 子 


网 . 置 必 ,={PeP: 存在 neN 


,是 x 在 X 中 关于 有 限 交 封 闭 的 序列 邻 域 族 . 若 必 ,不 是 x 在 X 中 的 sn 网 ， 
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开 邻 域 G 使 得 允 , 中 的 每 一 元 都 不 含 于 G 中 . 记 {FeP:xeFcG}=<F,,>, 那 


么 和 


{y4 } 收 化 于 x, 于 是 存在 m,ieN 使 得 


那么 x 


nm 


由 (1) 和 引 理 1.4.6 可 得 


推论 2.1.13(Gruenhage, Michael, Tanaka[1984]) 


空间 . 


. 取 定 x 


EV, \F, 


{yx 


加 


| 理 


(2). 由 


. 对 于 n>m, 令 


:k> 计 CF， 


2.1.10, 推论 2.1.11 和 


YA 二 X pm 


. 取 定 k>i 使 


E 论 2.1.7 可 


k=m+ 


得 


导 对 于 某 个 n 


EF，, 矛盾 . 从 而 ，U ,xyP ,是 X 的 点 可 数 sn 网 .(1) 成 立 . 


得 (3). 目 


证 明 . 设 X 是 具有 


空间 . 记 人 是 


点 可 数 k 网 的 可 数 紧 的 k 


.LX 的 点 可 数 k 网 . 对 于 每 一 xeUerT， 


Xeint (JHUYFEOU. I 


二 


石 


了 集 V 使 得 xeVC UFCU. 此 


空间 X 关 于 度量 子 空 


于 XX 


pp 


更 设 X 不 含 


Thomas[1977b] 的 定理 : 


胚 于 S,， 和 S ，. 


推论 2.1.14(Burke, Michael[1976]) ”对 于 空 


(1) X 有 点 可 数 基 . 


亲子 空 


间 同 胚 了 


具有 可 度量 " 抉 ”的 k。 


是 第 一 可 数 空 
推论 2.1.4(]) 所 证 知 , 义 
间 组 成 的 点 可 数 覆 盖 


FS ,和 S， 


四 


具有 点 可 数 k 网 的 可 


空间 . 由 推论 2.1.4 和 


由 引 理 


2.1.5， 存 在 


有 弱 拓 二 


3 


空间 是 可 度 直 


日 全 


k 有 可 数 基 ， 因 


,， 则 X 其 有 点 可 数 基 . | 


此 可 得 


n(n - 
2 


数 紧 的 k 空 


E 论 2.1.11， 


此 X 是 紧 度 量 
, 则 义 是 度量 空间 的 商 s 映 象 . 如 果 


D)， 则 序列 


>m 有 y=xX,, 


空间 是 紧 度量 


X 是 第 一 可 数 


FeP” 使 得 


F 间 ,于 是 xe int(U DC FCU, 从 而 存在 X 的 


空间 . 目 


出 Franklin 和 


(2) X 有 点 可 数 履 盖 P 使 得 


Xe 和 FF. 


AN 


若 更 设 和 是 正则 名 


三 


(3) 和 十 


xEint(J FC 2ZCTU. 


证 明 . (1) 二 (2) 过 G3) 是 显然 的 . 若 


由 推 


是 序列 空 
I 


k 空间 且 


如 


小 


E 间 ， 则 它们 也 与 下 述 


有 点 可 数 履 盖 


论 2.1.7 知 X 具有 点 可 数 基 . 车 正则 空 


间 . 又 由 于 这 时 X 不 含有 闭 子 空 


空间 当 且 仅 当 它 不 含 


间 X， 下 述 条 件 相 互 等 价 : 


含有 下 


六 子 空间 同 


xeUe Tt, 则 存在 FeP“”“ 有 xeint( UP CUFCU 有 HH 


术 条 件 相互 等 价 : 


空间 X 满 足 (2), 则 X 是 


间 同 胚 于 S， 和 8 


47 


PP 使 得 如 果 xseUez， 


(有 


间 X 满足 3) 则 XX 具有 点 可 数 k 网 ，! 


wo， 由 


点 可 数 cs* 网 的 第 


则 存在 FeP 


< 


有 


一 可 数 空间 ， 


E 论 2.1.4 知 和 


E 论 2.1.11 知 XX 


其 有 点 可 数 基 . 


具有 点 可 数 基 的 空间 是 亚 Lindel6f 空间 . 例 1.5.4 已 表明 具有 点 可 数 弱 基 的 正则 空间 未 必 是 


亚 Lindel6f 空间 . 定理 2.1.15 将 说 明 具 有 点 可 数 wcs# 网 空间 与 亚 Lindelaf 空间 的 关系 . 为 证 明 的 


简明 起 见 ， 引 入 几 个 术语 和 记号 . 


Ps 


空间 X 的 覆盖 UV 称 为 X 的 按 子 标 良 序 履 盖 , 若 U={U。 : 


xs 人 }, 其 中 入 是 良 序 子 标 人 


代 。 


对 于 这 种 覆 善 U, 若 xeX, 记 Q(x)=min{Q eA :xeU,)}; 阁 


a e A, 记 训 ,={xeX: Q(x)=Q}). 显然 , UcU,. 


定理 2.1.15 具有 点 可 数 wcs* 网 的 正则 的 Fréchet 空间 是 遗传 亚 Lindel6f 空间 . 


证 明 . 考虑 下 述 断 言 : 


(1) 久 是 具有 点 可 数 wcs* 网 的 正则 的 Fréchet 空间 . 


(2) X 的 每 一 按 子 标 良 序 开 覆盖 1{U 。: Q e A |} 存 在 点 可 数 加 细 Z 使 得 若 xs X， 则 


xEeint( J {Pes 多 :xseclP)CUwco. 


(3) X 的 每 一 按 子 标 良 序 开 履 盖 {U 。，: wa e A } 存 在 点 可 数 开 加 细 {V 。，: a se A } 使 得 


ae A, 则 ,CV, CU,. 


起 


(4) X 是 遗传 亚 Lindelaf 空间 . 


我 们 证 明 (1) 二 2) 二 G) 寺 (4). 


(一 (2). 设 空间 X 满足 断言 (D). 让 了 是 X 的 点 可 数 wcs* 网 . 对 于 XX 的 每 一 按 子 标 良 序 开 


覆盖 U, 置 扩 IU。，: weA) [PsP: 存在 gw e 人 使 得 PcU,}), 则 多 是 多 的 点 可 数 加 细 . 


若 xeX, 那么 xe Uy， 于 是 存在 X 的 开 子 集 V 使 得 xeV Ccl(V) CU 0. 若 xeX、 


int( {PeZ : xecl(P)CU, 0, )=cXNU {PeF¥ :xeclP)CU,,,}), 存在 XNU {Pe : 


xEcI(P)CU 


Q(x) 


项 ,那么 xe cl(P)CU 


Q(x) 


xEcl(P)C UG ]). 


且 


} 中 的 序列 {x ，} 收 敛 于 x， 从 而 存在 Pe 必 使 得 PcV 且 P 含有 序列 {x } 的 无 限 


Pe 有 % 这 与 {x ,|} 的 选取 相 予 盾 . 故 xe int(U Ps : 


( 2) 一 (3). 设 空间 XX 满足 断言 (2) 且 {U。: we A } 是 义 的 按 子 标 良 序 开 履 盖 . 让 弘 是 {U 。: 


Qe A} 的 满足 (Q2) 的 点 可 数 加 细 . 对 于 每 一 g e A , 置 V ,=int(U {HeFH:c(DcU,, 当 p<a 


时 有 cD ZU DD, 则 {V。 


: QEA} 是 LU。: Qe A} 的 点 可 数 开 加 细 且 满足 : 若 w e 人 , 则 
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U VV 
G) 之 (4) 


W={W 


(24 


U, MY=W,. 


Q < 使 得 y 


置 
: QQ <y}), 取 X 的 按 子 标 良 序 开 和 覆盖 {U。 : X <y } 使 得 U, =X 当 a <y 时 有 


U,. 


. 设 空间 X 满足 断言 (3) 且 Y 是 X 的 子 空间 . 对 于 Y 的 按 子 标 展 序 开 覆盖 


让 {V。: Q& <7} 是 {U。，: Q& <7y } 的 满足 G3) 的 点 可 数 开 加 细 . 若 yeY， 则 存在 


e UU cvV ,从 而 (V.mY: aw<y } 是 2 的 点 可 数 开 加 细 , 因此 站 是 亚 Lindelaf 


空间 . 故 X 是 遗传 亚 Lindel6f 空间 . 国 
例 2.1.16 (1) X 有 点 可 数 履 盖 满 足 B) 六 X 有 点 可 数 cs 网 ; 如 例 1.5.6 中 的 空间 X 是 具有 点 
可 数 K 网 的 正则 的 gf 可 数 空间 , 于 是 X 具有 点 可 数 履 盖 满 足 B), 但 是 XX 不 具有 点 可 数 cs 网 . 


(2)X 有 点 可 数 sn 网 为 XX 有 点 可 数 k 网 ; 例如 极 大 紧 化 B N. 


(3)X 既 有 点 可 数 覆 盖 满 足 (A) 又 有 点 可 数 K 网 办 X 有 点 可 数 cs* 网 ; 如 例 1.5.8 中 的 半 园 盘 拓 


扑 空间 X 是 具有 点 可 数 k 网 的 第 一 可 数 空间 , 由 引 理 2.1.5, X 有 点 可 数 履 盖 满 足 (A),， 但 是 X 不 具 


有 点 可 数 cs 


网 . 这 表明 引 理 2.1.5, 引 理 2.1.6, 推论 2.1.7, 问题 2.1.8, 推论 2.1.11 和 推论 2.1.14 


中 空间 的 正则 性 是 必 不 可 少 的 . 


(4)X 有 点 可 数 cs 网 态 XX 有 点 可 数 覆 六 满足 (A)， 如 例 1.5.2 中 的 序列 肩 S,. 


(3)X 有 点 


可 数 K 网 办 X 有 点 可 数 cs* 网 ,或 X 有 点 可 数 履 盖 满 足 (A); 如 例 1.5.2 中 的 扇 空 间 


荆 


(6) X 有 点 可 数 cs 网 且 不 含有 闭 子 空间 同 胚 于 S ,和 S， 办 aX 不 含有 闭 子 空间 同 胚 于 S,: 


如 例 1.5.3 中 的 空间 工 


(7)X 是 


具有 点 可 数 基 的 正则 空间 多 X 有 点 可 数 闭 K 网 ; 如 Foged[1996] 中 的 空间 入 . 国 


问题 2.1.17 (1)Gd 川 Tanaka[1996b]) 设 X 是 具有 点 可 数 cs*# 网 的 序列 空间 , 若 X 不 含有 闭 


子 空间 同 胚 于 S，, 那么 X 是 否 具 有 点 可 数 cs 网 ? 


(2) 用 度 


量 空间 的 适当 映 象 刻画 具有 点 可 数 wcs* 网 的 空间 . 


2.2 网 与 闭 映 射 
本 节 介 绍 具 有 点 可 数 k 网 空间 的 闭 映 射 性 质 . 该 问题 的 探讨 源 于 Gruenhage，Michael 和 


Tanaka[1984] 关 于 具有 点 可 数 覆 盖 空 间 运 算 性 质 的 研究 . 他 们 证 明了 完备 映射 保持 具有 点 可 数 k 
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网 的 空间 ， 并 且 提 出 问题 : 度量 空间 的 闭 映 象 是 否 具有 点 可 数 k 网 ? 利用 k 网 对 度量 空间 闭 映 象 


的 刻画 ，Foged[1985] 肯 定 地 回答 了 这 一 问题 . 男 一 方面 , 从 例 1.5.2 中 的 扇 空 间 S。 知 ， 介 于 具有 


点 可 数 基 性 质 与 具有 点 可 数 cs* 网 性 质 之 间 的 拓扑 性 质 或 具有 点 可 数 闭 k 网 性 质 都 不 被 闭 映射 所 
保持 . 林 寿 和 Tanaka[1994] 提 出 下 述 问 题 . 
问题 2.2.1 具有 点 可 数 k 网 空间 的 闭 映 象 是 否 具有 点 可 数 k 网 ? 


下 述 例子 否定 地 回答 了 问题 2.2.1. 空间 X 的 点 x 称 为 弱 P 点 ， 如 果 对 于 XN{x} 的 每 一 可 数 


例 2.2.2(Sakai[1997b]) 闭 映 射 不 保持 具有 点 可 数 k 网 的 空间 . 


设 D 是 任 一 基数 为 @| 的 集合 ,赋予 D 离散 拓扑 , 让 D*= BDND,E={pe D*:p 是 D* 中 的 弱 


P 点 }, 则 E 是 D* 的 笛子 集 . 取 X=D UE,X 赋予 BD 的 子 空间 拓扑 . 由 于 每 一 点 是 弱 P 点 的 紧 空 


间 是 有 限 集 , 且 BD 中 不 存在 非 平 几 的 收敛 序列 , 所 以 X 的 所 有 紧 子 集 是 有 限 集 ， 于 是 X 具有 点 


可 数 k 网. 让 Y=X/E,f:X 一 >Y 是 自然 商 映 射 , 则 f 是 闭 映 射 , 由 于 D 的 每 一 无 限 子 集 的 闭 包 与 EE 


相交 , 所 以 Y 同 胚 于 DD 的 单 点 紧 化 ,从 而 不 是 可 度量 空间 .由 推论 2.1.4,Y 不 具有 点 可 数 k 网 . 
有 


在 怎样 的 附加 条 件 下 , 问题 2.2.1 的 回答 是 肯定 的 ? 我 们 介绍 Sakai 和 Tanaka 等 的 相关 结果 . 
先 叙 述 几 个 闭 映 射 的 辅助 性 质 . 


引 理 2.2.3 设 f:X 一 >Y 是 闭 映射 ,K 是 Y 的 可 数 紧 子 集 . 若 全 (名 中 的 序列 {x,} 使 得 当 n 关 mm 


A 


时 有 fx, ) 关 f(x ,,)， 如果 下 述 条 件 之 一 成 立 ， 则 区 , } 存 在 收敛 的 子 序列 . 


(1) X 是 序列 空间 . 


(XX 是 上 共有 点 G ;性质 的 正则 空间 . 


证 明 . 不 妨 设 <x , > 不 是 X 的 闭 子 集 . 如 果 (]) 成 立 , 那么 {x, } 存 在 收敛 的 子 序列 . 如 果 (2) 成 


于 KK 是 Y 的 可 数 紧 子 集 且 f 是 闭 映 射 , 序列 {x。} 的 任何 子 序列 在 全 (加 中 有 聚 点 . 让 x 是 


ya 


em 


{x，} 的 聚 点 且 {V,，} 是 x 的 开 邻 域 列 使 得 每 一 cl(V ,, )CV,. 取 {x, } 的 子 序列 {tj } 使 得 每 一 


ti EV. 让 p 是 {ti } 的 任 一 子 序列 的 聚 点 ,那么 pe 门 ,_y cl(V , ), 于 是 p=x. 这 说 明 x 是 序列 {tk } 
的 唯一 聚 点 , 所 以 {ti } 是 {x, } 的 收敛 子 序列 . 上 
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空间 X 称 为 等 紧 空 间 , 若 X 的 每 一 可 数 紧 的 闭 子 集 是 X 的 基 子 全 


A 


引 理 2.2.4 设 fxX 一 Y 是 闭 映 射 , 如 果 下 述 条 件 之 一 成 立 , 则 上 是 紧 履 盖 映 射 . 


(1)X 是 正规 的 等 紧 空间 . 


(2)XX 是 


E 则 空间 


证 明 . (1) 对 于 六 Y 


规 的 等 紧 空 间 ， 从 定理 1.3.3 中 


的 非 空 紧 子 集 K, 让 g=f 


(2) 过 (3) 的 证 明知 , 每 一 6 g”(y) 是 全 (RK) 的 紧 子 集 . 再 由 引 理 


每 一 0f7(y) 是 XX 的 Lindel5f 子 空间 . 


:f-1(K) 一 K， 则 g 是 闭 映 射 , 由 于 f71(K) 是 正 


IO 


1.3.2, 存在 f”(K) 的 闭 子 集 Z 使 得 gjz :Z 一 KK 是 完备 映射 从 而 Z 是 X 的 紧 子 集 且 KZ)=K, 故 f 


是 紧 履 盖 映 射 . 
(2) 由 于 每 一 6f- (是 X 的 Lindel6f 子 空间 , 由 引 理 1.3.2, 存在 X 的 闭 子 集 F 使 得 


h=fr :FE 一 YY 是 闭 映射 


每 一 h 1(y) 是 F 的 Lindelaf 子 空间 , 对 于 Y 的 非 空 紧 子 集 K,h -GO 是 


的 Lindel6f 子 空间 , 于 是 h- (RK) 是 仿 紧 空间 ， 从 而 h 1(K) 是 正规 的 等 紧 空 间 ， 由 (1), 存在 h 1(R) 


的 紧 子 集 工 使 


得 h(L)=K,， 即 KKD=K， 所 以 f 是 紧 覆 盖 映 射 . 国 


定理 2.2.5( 林 寿 , Tanaka[1994]) 
一 成 立 , 则 站 也 其 有 点 可 数 k 网 . 


(1) XX 是 


(2) X 是 具有 点 Gs 性 质 的 J 


(3) X 是 


(4) X 是 正则 空间 且 


证 明 . 由 推论 2.1.4, X 的 每 


JS 
K 至 


是 序列 紧 的 . 1 


引 到 


间 . 


设 f:xXx 一 Y 是 闭 映射 , X 具有 点 可 数 K 网 . 如 果 下 述 条 件 之 


E 则 空间 . 


| 每 一 Of71(y) 是 义 的 Lindel5f 子 空间 . 


2.1.6， 为 证 明 Y 


紧 子 集 是 可 度量 子 空间 由 引 


理 2.2.3 和 引 理 2.2.4, Y 的 每 一 紧 子 集 


(有 


点 可 数 k 网 ， 只 须 证 明 Y 具有 点 可 数 wes* 网 . 设 必 是 X 


的 点 可 数 k 网 . 令 D={x， :YEY)}， 


中 取 定 每 一 x ，E 人 (9)， 再 令 Ps={fD 八 P) : PeP}, 那么 


FZ: 是 的 点 可 数 覆 盖 , 往 证 它 是 YY 的 wcs* 网 . 设 {y, } 是 Y 中 收敛 于 点 y 的 序列 且 癌 是 y 的 邻 


域 . 不 妨 设 y, y， 的 各 项 是 两 两 互 不 相同 的 且 所 有 的 y, e U. 对 于 每 一 ne N, 选择 


x, Ef Gy)mD, 则 在 f (OU) 中 序列 {x, } 存 在 收敛 的 子 序列 . 


实 上 ， 如 果 (]) 或 2) 成立， 由 引 


oy 


Wilh 
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理 2.2.3, 在 f (四 


Ph 序列 {x, } 存 在 收敛 的 子 序 列 . 如 果 (3) 或 (4) 成 立 , 令 Z=<x, >U 6f (y). 


为 f 是 闭 映 射 , 所 以 Z 是 X 的 闭 子 集 旦 g=flz 江 一 [y，] 是 闭 映 射 . 由 引 理 2.2.4, g 是 紧 窗 新 映射 ， 


于 是 存在 Z 的 紧 子 身 


并 使 得 g(D)=[y ,，]， 从 而 <x, > CLCf (UD), 所 以 在 人 


1(U) 中 序列 {x , } 存 在 


收敛 的 子 序列 . 这 时 存在 Pe P 使 得 P 含有 {x, } 的 子 序列 且 Pcf 1(U), 从 而 f(D PD) 含有 {y,} 


的 子 序列 且 KD 人 PCU. 因此 是 Y 了 的 wes* 网 . 夏 Y 了 具有 点 可 数 k 网 . 自 
由 年 天 


推论 2.2.6 开 


引 


理 2.2.4 已 表 


2.2.5 和 


E 论 2.1.7， 我 们 有 


闭 映 射 保持 具有 点 可 数 基 的 正则 空间 . 重 


明 闭 映射 与 紧 履 盖 映 射 的 密切 联系 . 在 例 2.2.2 上 


Pf:x >Y 是 闭 映射 , X 的 所 


有 紧 子 集 是 有 P 

必 是 紧 窗 盖 映射 . 
猜测 2.2.7 

可 数 K 网 当 且 


民 集 ,Y 是 紧 空 间 ， 于 是 {f 不 是 紧 履 盖 映 射 ， 所 以 具有 点 可 数 Kk 网 空间 上 的 闭 映 射 未 


设 人 fi:X 一 Y 是 紧 覆 盖 的 闭 映射 . 若 空 间 X 具有 点 可 数 k 网 ， 


仅 当 Y 立 的 每 一 紧 子 集 是 可 度量 的 . 


那么 空间 Y 具有 点 


作为 对 这 一 猜测 的 一 种 支持 ， 下 面 我 们 将 证 明 在 定理 2.2.5 的 条 件 (1) 或 (2) 下 ,f 是 紧 有 履 盖 映射 . 
定义 2.2.8(Davis[1984]) 空间 X 称 为 序列 可 分 的 ,如果 存在 X 的 可 数 子 集 D 使 得 对 于 每 一 


xeX 有 DD 中 的 序列 {x, } 使 得 {x, } 在 XX 中 收敛 于 x. 这 时 DD 称 为 X 的 序列 稠 子 集 . 


引 理 2.2.9( 林 寿 , 燕 鹏 飞 [2001a]) 设 X 是 序列 可 分 空间 ， 如 果 下 述 条 件 之 一 成 立 ， 则 XX 具有 


可 数 网 . 
(1) 久 有 点 可 数 cs* 网 . 
(2)X 是 具有 点 可 数 wecs* 网 的 正则 空间 . 


证 明 . 设 D 是 序列 可 分 空间 X 的 可 数 的 序列 稠 子 集 . 
(1) 设 刀 是 X 的 点 可 数 cs* 网 置 DP :={PeP : PADzG}, 则 PP 


XEUe 


(2) 设 必 是 正则 空 


T 3 


* 是 可 数 的 . 对 于 每 一 


存在 D 中 的 序列 S 收 敛 于 x,， 于 是 存在 Pe 了 Pp 使 得 xeP Sz 六 且 PCU, 从 而 Pe 了 PP”， 
因此 P' 是 X 的 可 数 网 . 


对 于 每 一 xe UeT， 


Pe 史 使 


定理 2.2.10( 林 寿 , 刘 川 [1996]; Shibakov[1995b]) 设 f:x>Y 是 闭 映射 ， 


P 含 有 SH 


间 X 的 点 可 数 wcs* 网 , 置 必 


’=-{cl(P) : PeP,PADz# 名 ), 则 PP' 是 可 数 的 . 


存在 D 中 的 序列 S 和 x 的 开 邻 域 V 使 得 S 收敛 于 x 


E 得 


cl(V) CU, 于 是 存在 


的 无 限 项 上 PCV 那么 cl(P)eP' 有 是 xecl(P)CU, 故 PP' 是 X 的 可 数 网 . 国 
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其中 X 是 具有 点 可 


数 k 网 的 正则 空间 , 若 下 述 条 件 之 一 成 立 , 则 f 是 紧 覆 盖 映 射 . 


(X 是 kk 空间 . 


(2)X 是 点 Gs 空 间 . 


证 明 . 让 PP 是 空间 X 的 点 可 数 k 网. 由 定理 2.2.5, 空间 Y 具有 点 可 数 k 网 ,因此 YY 的 每 一 


紧 子 集 是 可 度量 的 . 让 K 是 Y 的 紧 子 集 , 那么 K 


xy ef (y), 置 E={x，:yeD}, 则 E 是 可 数 的 且 f(cl(E))=K. 我 们 先 证 明 E 是 cl(E) 的 序列 笛子 集 . 


妇 


有 可 数 的 稠 子 集 D. 对 于 每 一 ye D， 取 定点 


引 理 2.2.3,E 中 的 每 一 序列 在 X 中 有 收敛 的 子 序列 . 设 xs cl(E). 


果 (1) 成 立 , 不 妨 设 xecl(E)NE. 让 P ={PeP:xgcl(P)}. 对 于 zeE, 记 (P '),=<P, (72)>. 


取 定 x e E, 则 xi 关 x. 由 归纳 法 可 选取 EE 的 序列 {x,} 使 得 每 一 x; eENU ,Pi (x,). 否则 , 存 


在 io>2 使 得 EC Us PC )， 于 是 xs Ui cP i (x,)), 矛盾 . 设 z 是 {x;} 的 一 个 聚 点 . 若 


x 天 z， 则 存在 六 中 分 别 含 有 x,z 的 互 不 相交 的 开 子 集 U 和 YV. 令 S={x, eVNN{z} :ieN}, 则 S 不 


是 X 的 闭 子 集 ， 由 推论 2.1.4, X 是 序列 空间 , 于 是 S 不 是 X 的 序列 闭 子 集 , 所 以 存在 S 中 的 序列 
工 收 和 分 于 某 点 tg S. 这 时 teclV)， 从 而 tx 选取 X 中 分 别 含有 x,t 的 互 不 相交 的 开 子 集 G 和 


W， 则 存在 PePp 使 得 PCW 且 P 含 有 序列 TT 的 无 限 项 ,所 以 PeP’ 且 存在 k, neN 使 得 P=P. (x,)， 


因此 当 i>max{k, n} 时 有 x,&gP, 矛盾 . 故 x 是 {x;} 的 唯一 聚 点 . 因为 {x, } 的 每 一 子 序列 在 X 中 有 


聚 点 ， 所 以 {x;} 收 敛 于 x. 


如 果 (2) 成 立 , 取 X 的 开 子 集 列 {G,} 使 得 每 一 cl(G;,1) 6G,; 且 {x}= 门 wyG,， 那么 对 于 每 一 


ie N 存在 x, EEMG,. 设 z 是 序列 {x, } 的 一 个 聚 点 , 则 ze 门 ,ycl(G,)={x}, 于 是 x 是 序列 {x,} 


的 唯一 聚 点 , 所 以 序列 {x } 收 伊 于 x 


由 引 理 2.2.9, cl(E) 具 有 可 数 网 ， 故 cl(E) 是 Lindel5f 空间 .由 引 理 2.2.4, fla : cl(E) 一 玉 是 紧 


履 盖 映射 所 以 存在 cl(E) 的 紧 子 集 工 使 得 fKD)=K， 


因此 上 是 紧 履 盖 映 射 . 国 


例 2.2.11 (1) 局 部 紧 可 展 空 间 上 的 闭 映射 未 必 是 紧 履 盖 映 射 . 
如 例 1.5.3, 让 X 是 Gillman-Jerison 空间 yw (N), 则 X 是 局 部 紧 可 展 空 间 . 记 X=AwN,， 让 


fX 一 S| 使 得 f04)={0} 且 fm)=1/m， 那么 f 是 闭 映射 , 但 是 f 不 是 紧 履 盖 上 映射. 
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(2) 具有 可 数 基 空间 上 的 闭 映射 未 必 是 紧 履 盖 映 射 . 


如 Shibakov[1995b] 的 例 2.1. 让 X=N”* Ww. 集合 X 赋 予 下 述 拓扑 :N“ 中 的 点 是 X 的 孤立 点 ; 


N 中 的 点 n 的 邻 域 基 元 形 如 {n} {n,m)e N”:m>k), ke N;0 的 邻 域 基 元 形 如 {0} ww IN (1 


2, .…,k} XN)), keN. 易 验证 ,空间 X 具有 可 数 基 . 定义 人 X-> Si 使 得 Kaw)={0} 且 N 与 Si NO} 


一 一 对 应 , 则 f 是 闭 映射 , 但 是 了 不 是 紧 枚 盖 映 射 . 国 
问题 2.2.12(Sakai[1997b]) ”是 否 任 一 空间 可 表 为 具有 点 可 数 k 网 空间 的 闭 映 象 ? 


54 


2.3 ”序列 网 与 商 映 射 


商 映 射 的 引入 已 有 50 年 的 历史 (Gale[1950]), 诱发 的 在 度量 空间 上 的 商 映 射 、 商 s 


紧 映 射 等 的 研究 是 丰富 多 彩 的 ( 林 寿 [1995]). 关于 度量 空间 的 商 映 象 有 很 简单 的 刻 


定理 2.3.6). 


引 理 2.3.1 对 于 空间 X, 下 述 条 件 相 互 等 价 : 


(1) X 是 序列 空间 . 


(2)X 是 局 部 紧 度量 空间 的 商 映 象 . 


(3) X 是 度量 空间 的 商 映 象 . 


证 明 . (1) 二 (2). 设 X 是 序列 空间 , 令 S={S:S 是 X 中 


是 XX 的 闭 子 集 当 有 晶 仪 当 对 于 每 一 Se 5S, SAE 是 XX 的 闭 子 
空间 . 让 fM 一 久 是 自然 映射 则 f 是 商 映 射 . 


(2) 一 (3) 是 显然 的 , 而 由 引 理 1.4.3 知 (3) 一 (D). 重 


关于 度量 空间 确定 的 商 映 象 , Arhangel'skii 提出 下 述 问 是 


问题 2.3.2 (1)(Svetlichny[1993]) 是 否 每 一 具有 权 数 K 的 序列 空间 是 某 一 上 共有 权 数 k 的 度量 


空间 的 商 映 象 ? 


(2)(Arhangel’skii[1966]) 刻画 度量 空间 的 商 s 映 象 . 


问题 (1) 是 Svetlichny[1993] 介 绍 的 由 Arhangel’skii 在 莫斯科 拓扑 学 会 议 上 提 晶 


Svetlichny[1993] 利 用 集 论 公 理 MA+7 CH) 否 定 了 该 问题 ， 


O 的 可 数 的 序列 空间 X 使 得 XX 不 是 任 一 具有 权 数 @| 的 度量 空 


映射 和 商 


含 极限 点 的 收敛 序列 }， 则 X 


画 ( 林 寿 [1995]， 


的 子 集 EE 


集 . 置 M= 四 S, 则 M 是 局 部 紧 的 度量 


题 . 


即 在 公理 (MA+ CH) 下 , 存 


8 的 问题 . 


在 权 数 为 


间 的 商 映 象 . 我 们 对 这 里 出 现 的 几 


个 集合 论 的 概念 做 简要 的 说 明 (IKunen[1980]). 空间 X 的 权 数 是 构成 X 的 基 的 最 小 基数 . ~ CH 是 


否定 连续 统 假设 , 即 ol <2” .MA 是 Martin 公理 ,MA(K ) 是 断言 : 若 < 刀 和 > 是 非 空 的 满足 可 数 链 


条 件 的 偏 序 集 ， DD 是 P 的 基数 不 超过 k 的 笛子 集 族 ， 则 存在 P 的 滤 子 G 使 得 对 了 


DeD 有 


GD 了 人. MA 是 断言 : 对 于 每 一 Kk <2” 有 MA(K ) 成 立 . 对 于 每 一 K > 0 , MA(K ) 等 价 于 下 述 


纯 拓 扑 的 命题 : 若 X 是 满足 可 数 链 条 件 的 紧 T, 空间 , 并 有 


则 门 _. Us, 多. 


| 对 于 每 一 gg <Kk,U, 是 X 的 


开 笛子 集 ， 


从 Svetlichny 的 例子 及 问题 2.3.2, 产生 了 如 下 相应 的 问题 : 刻画 具有 权 数 K 的 度量 空间 的 商 


映 象 ， Svetlichny[1993] 引 入 了 序列 基 ( 本 节 重 新 定义 为 序列 拟 基 ， 见 定义 2.3.3) 的 概念 , 证 明了 对 
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于 任意 基数 k , 空间 X 是 


有 权 数 的 度量 空间 的 商 映 象 当 且 仅 当 X 是 具有 基数 K 的 序列 基 ， 


给 出 了 与 问题 2.3.2(1) 相 关 的 具有 确定 权 数 的 度量 空间 商 映 象 的 内 在 特征 . 问题 2.3.2(2) 是 


Arhangel'skii[1966] 在 名 车 “Mappings and spaces? 
的 解 , Tanaka[1987b] 用 具有 点 可 数 cs* 网 的 序列 空间 给 出 了 该 问题 较 好 的 
网 的 共同 作用 之 一 在 于 刻画 度量 空间 确定 的 商 映 


Tanaka[1984] 都 曾 给 


回答 ( 即 ， 引 理 2.1.10)， 由 此 可 见 , 序列 基 与 cs 


| 
D 已 


象 . 受 此 局 发 ， 可 以 

本 节 介 绍 序列 网 
下 序列 基 与 cs* 网 是 相互 等 价 的 ,进而 获得 了 上 其 有 确定 权 数 的 度量 空间 的 序列 商 映 象 以 及 度量 空 
序列 网 的 概念 回答 了 Arhangelskii 提出 的 寻求 确定 权 数 的 度 
司 的 商 s 映 象 的 问题 2.3.2， 阐 明了 一 些 由 特殊 的 序列 网 所 定义 的 弱 第 


间 的 序列 商 s 映 象 的 内 在 刻画 ， 利 ) 
量 空间 的 商 映 象 以 及 度量 空 | 


Pp 提出 的 , Hoshina[1970], Gruenhage, Michael 和 


， 


E 测 序列 基 与 cs* 网 这 两 个 概念 之 间 一 定 存在 着 茶 种 必然 的 联系 . 
的 概念 ， 建 立 了 它 与 序列 基 、cs* 网 之 间 较 为 精确 的 关系 , 证 明了 在 一 定 条 件 


一 可 数 空间 的 映射 特征 , 深化 了 Sirois-Dumais[1980] 、Svetlichny[1993] 和 Tanaka[1987b] 的 已 有 结 


定义 2.3.3( 林 寿 [1999a]) ”对 于 空间 X, 设 XX 的 子 集 族 必 满足 对 于 每 一 xeX 存 在 PP, 二 P” 具 


有 性 质 : 如 果 (P, )e P、， 那么 <P, > 是 x 在 XX 


递减 的 网 . 简 记 为 了 Px U 


果 . 对 于 空间 X 的 子 集 族 如 记 P” 为 避 的 次 积 . 


2D,. 


xeX 


(1]) 允 称 为 X 的 序列 网 如果 PCX 


则 了 是 和 


的 序列 开 集 . 


对 于 从 


意 的 xsP (P,)eP,, 存在 meN 使 得 P，CP, 


(2) PP 称 为 X 的 序列 拟 基 ， 如 果 P CX 且 对 于 任意 的 xeP, P ,)eP,., 存在 mesN 使 得 P，CP 


则 了 是 和 


的 开 子 集 . 


(3) 必 称 为 X 的 Fréchet 拟 基 ， 如 果 xe PCX 了 且 对 于 任意 的 P, )eP,, 存在 neN 使 得 P,P 


则 了 是 x 在 X 中 的 邻 域 . 
我 们 之 所 以 将 满足 条 件 (1) 的 集 族 定 义 为 序列 网 是 因为 对 于 任意 的 空间 X, X 的 收敛 序列 的 全 
体 组 成 的 集 族 构 成 了 X 的 网 且 满 足 条 件 (1). Svetlichny[1993] 称 序列 拟 基 为 “序列 基 ”", 由 于 P 的 元 


般 不 是 
空间 的 怕 


X 的 开 子 集 ， 所 以 我 们 改称 “ 拟 基 ?而 不 用 


E 质 ( 即 ， 引 | 到 


E 1.4.7) 命名 的 . 


E 


事实 上 


“ 基 "、Fréchet 拟 基 是 仿照 序列 拟 基 及 Fréchet 
， 序 列 拟 基 与 Fréchet 拟 基 的 概念 都 源 于 


Sirois-Dumais[1980] 定 义 的 弱 拟 第 一 可 数 空间 与 拟 第 一 可 数 空间 . 沿用 定义 2.3.3 的 记号 与 术语 ， 


设 Px U ,xP 称 空间 X 是 弱 拟 第 一 可 数 的 ( 拟 第 一 可 数 的 ) 如 果 X 具有 序列 拟 基 (Fréchet 拟 
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基 ) 交 使 得 每 一 必 , 是 可 数 的 . 在 本 节 中 我 们 将 看 到 定义 这 两 类 空间 的 目的 是 作为 第 一 可 数 空间 的 


推广 把 它们 表示 为 度量 空间 确定 的 商 映 象 . 


我 们 先 建立 2.3.3 中 定义 的 几 个 概念 之 间 的 简单 联系 . 显然 ,对 于 空间 X 的 子 集 族 忆 刀 是 X 


的 第 一 可 数 基 之 刀 是 X 的 Frekchet 拟 基 之 刀 是 X 的 序列 拟 基 之 刀 是 X 的 序列 网 . 


引 理 2.3.4 对 于 空间 X 的 子 集 族 P. 设 Ps U _,P ,, 那么 是 X 的 序列 网 当 且 仅 当 如 果 


xEP CX 且 对 于 任意 的 P, )eP,, 存在 meN 


证 明 . 只 须 证 必要 性 . 设 Px U 


@_)ez ,存在 meN 使 得 P, cP 往 证 P 是 x 在 X 中 的 序列 邻 域 . 若 X 中 的 序列 {x_，} 收 敛 于 


xeX 


使 得 P,, CP, 则 P 是 x 在 X 中 的 序列 邻 域 


PP ,是 空间 X 的 序列 网 . 如 果 xePCX 且 对 于 任意 的 


x, 假设 存在 {x,, } 的 子 序 列 {x，} 使 得 所 有 的 x，&P 让 G=X\ <x, >, 易 验证 , 对 于 任意 的 zeG 


(P,)eP,, 存在 meN 使 得 P，,, 和 CG, 


此 ,P 含 有 序列 {x, } 的 子 序列 ， 从 而 P 是 x 的 序列 邻 域 . 国 


引 理 2.3.5 (1) 空间 X 是 序列 空间 当 目 


于 是 G 是 X 的 序列 开 集 , 这 与 {x,, } 收 全 于 xeG 相 矛 盾 . 


| 仅 当 XX 具有 序列 拟 基 . 


(2) 空间 X 是 Fréchet 空间 当 且 仅 当 X 具有 Fréchet 拟 基 . 


证 明 . 设 X 是 序列 (Frecheb 空 间 , 让 PP 是 X 的 所 有 收敛 序列 组 成 的 集 族 , 则 PP 是 XX 的 序列 


(Fréchet) 拟 基 . 反之 , 设 P= UP 是 X 的 序列 (Frecheb 拟 基 . 如 果 XX 的 子 集 P 是 X 的 序列 开 


ny 


攻 目 XePG 在 X 中 的 序列 邻 域 ) 对 于 任意 的 )eP ， 若 存在 X 的 序列 {x，} 使 得 每 一 x，eP， 


\P 因为 <P ,> 是 x 在 X 中 递减 的 网 ， 所 以 序列 {x } 收 敛 于 x, 这 与 P 是 x 的 序列 邻 域 相 矛 盾 ， 


而 存在 me N 使 得 P, CP, 于 是 P 是 X 的 开 子 集 (x 在 X 


是 序列 (FrecheD 空 间 . 国 


的 邻 域 )， 由 定义 1.2.4( 引 理 1.4.7)，X 


推论 2.3.6 (1D 宛 是 空间 X 的 序列 拟 基 当 且 仅 当 X 是 序列 空间 且 巡 是 X 的 序列 网 . 


(2) 允 是 空间 XX 的 Fréchet 拟 基 当 


仅 当 X 是 Fréchet 空间 


日 忆 是 X 的 序列 网 . 国 


出 现在 Kodama, Nagami[1974]. 


次， 我 们 着 重 讨论 序列 网 与 cs* 网 之 间 较 为 精细 的 联系 . 先 介绍 下 述 Koing 引 理 , 它 的 证 明 


引 理 2.3.7(K6ing 引 理 ) 设 {X;,} 是 非 空 的 有 限 集 列 . 若 对 于 每 一 n<m， 存 在 对 应 
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NA (Xx, )=X,， 
To (Vm) Yn, 


故 Y 是 X 的 闭 子 集 . 为 完成 引 理 的 订 


若 n<m, 则 Xx 


m 
n (X 


m 


, 满足 每 一 元 


2 2 Ty, 则 存在 (x,)e Iw X,; 使 得 每 一 zx; (x ,,)=X，. 


二 合 X ,都 赋予 离散 拓扑 ， 则 X, 是 紧 空 间 . 置 X= TvX,，Y={G)) ee X: 


n<m}, 则 Y 是 X 的 闭 子 集 . 事实 上 , 对 于 y=(y;)e X、\Y, 存在 n<m 使 得 


令 V={G)EX:x ,=y，,x=y,} 则 V 是 义 中 包含 点 y 的 开 子 集 且 VA Y=@， 


E 明 ， 只 须 说 明 Yx# 何 . 对 于 每 一 meN, 令 阅 ,={(x;)eX: 


)=x , }, 于 是 Y, 是 X 的 非 空 闭 子 集 ， 从 而 {Y 。} 是 X 的 单调 递减 的 闭 子 集 列 . 


因为 X 是 紧 空间 ， 所 以 Y= 门 ,,_y Y,, 郑 名 ， 故 存在 (x,)e []_y X, 使 得 每 一 r (x,,)=x,. 目 


定理 2.3.8( 林 寿 [1999a]) (1) 若 姑 是 空间 X 的 序列 网 , 则 姑 是 X 的 cs* 网 . 


(2) 若 姑 是 空间 X 的 关于 有 限 交 封闭 的 点 可 数 cs* 网 , 则 巡 是 X 的 序列 网 . 


证 明 . (1) 让 Px UP, 是 空间 X 的 序列 网 


. 设 和 中 的 序列 {x, } 收 敛 于 点 x 且 G 是 x 在 X 


中 的 开 邻 域 , 因为 于 是 XX 的 网 , 不 妨 设 所 有 的 x, 关 x. 置 H=G \<x, >, 则 五 不 是 x 在 XX 中 的 序 


列 邻 域 . 由 引 弄 


P，CG 对 于 每 一 k>mo, 记 T =Pi 和 <x >, 那么 Ti 个 . 若 有 Ko>mo 使 得 T 是 有 限 集 ， 


E 2.3.4， 存 在 (PP , )e P, 使 得 对 于 任 


意 的 neN 有 P, ZH, 并 且 存 在 moeN 使 得 


则 存在 mi >ku 使 得 P， 二 XNT， ,于 是 T, = 纪 , 矛盾 .从 而 当 K>mo 时 ，T, 为 无 限 集 ， 因此 ， 


P,, 含有 {x, } 的 子 序 列 且 


mo 


Mt 


LIP, SG, 故人 是 X 的 cs* 网 . 


(2) 设 必 是 空间 X 的 关于 有 限 交 封闭 的 点 可 数 cs* 网 . 对 于 每 一 xeX, 置 P ,={(P,)eP”: 


<P ,> 是 x 在 X 中 递减 的 网 }, 则 Pz 名. 设 xePCX, 如 果 对 于 任意 的 (P,)eP,, 存在 meN 


A 
使 得 P， 二 了 


主 证 P 是 x 在 XX 


则 存在 PF 的 有 限 子 集 列 {P; } 满 足 条 件 引 理 1.3.7 


的 子 序列 }, 下 


:的 序列 邻 域 . 设 X 中 的 序列 {x ] 收 分 于 x。 不 妨 设 所 有 的 x， zx 


的 条 件 (2)~(4). 记 P, ={P'eP，: PP 合 有 {x,) 


,加 细 忆 ,,， 由 引 天 


2.3.7， 利 用 加 细 记 产生 的 函数 ， 对 于 每 一 neN 


存在 P, eP, 使 得 P,， cP. 这 时 xsP,， 从 而 P,)eP., 于 是 存在 meN 使 得 P,, CP 故 P 


含有 {x, } 的 子 序列 , 所 以 P 了 是 x 的 序列 邻 域 . 上 
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H 引 理 2.3.4, Pp 是 XX 的 序列 网 . 目 


定理 2.3.8 引出 的 问题 是 : 若 人 是 空间 X 的 cs* 网 ,那么 你 是 否 是 X 的 序列 网 ? 下 面 说 明 该 
问题 的 回答 是 否定 的 . 


定理 2.3.9( 林 寿 [1999a]) ”空间 X 是 第 一 可 数 空间 当 且 仅 当 若 妈 是 X 的 关于 有 限 交 封闭 的 cs* 
网 , 则 刀 是 X 的 序列 网 . 
证 明 . 设 X 是 第 一 可 数 空间 , PP 是 X 的 关于 有 限 交 封闭 的 cs* 网 . 对 于 每 一 xe X, 设 x 在 X 


中 递减 的 可 数 局 部 基 为 <V ,, >. 置 


P={(P,)eP®” :xeP,, CP, EV 


则 PP、 冯 如 且 对 于 任意 的 (P, )eP,,<P, > 是 x 在 X 中 递减 的 网 , 往 证 Px U ,xP ,是 X 的 序列 


网 . 如 果 xeP CX 且 对 于 任意 的 (P, )e P，， 存在 meN 使 得 P, cP 设 久 中 的 序列 {x } 收 仑 于 


x, 不 妨 设 所 有 的 x, 二 x. 由 于 必 是 XX 的 cs* 网 , 存在 G, EP 和 <x ,> 的 无 限 子 集 Z| 使 得 


dl(Z1) CG1CV,i, 于 是 又 存在 G,eP 和 ZZ 的 无 限 子 集 Z, 使 得 cl(Z,) 二 G, CV ,，,… 因此 ， 


我 们 可 以 归纳 地 构造 <x ,> 的 无 限 子 集 列 {Z, } 以 及 (G, )e P" 使 得 对 于 每 一 neN 有 


dl(Z,n) CAAZ, ECG, CV,,. 人 SP,=( ,G6,, 则 CP, )eP,, 那么 存在 meN 使 得 P,, CP 从 


而 cl(Z,)CP, 所 以 P 是 x 在 X 中 的 序列 邻 域 . 由 引 理 2.3.4,P 是 X 的 序列 网 . 


反之 , 设 必 是 空间 X 的 关于 有 限 交 封闭 的 基 , 则 PP 是 XX 的 cs* 网 , 于 是 必 是 XX 的 序列 网 . | 
定义 2.3.3,X 的 每 一 点 具有 可 数 的 局 部 基 , 所 以 X 是 第 一 可 数 空间 . 目 

设 X 是 任意 的 非 第 一 可 数 的 空间 , 那么 X 的 拓扑 是 义 的 cs* 网 由 定理 2.3.9, X 的 拓扑 不 是 
X 的 序列 网 . 

本 节 的 最 后 一 部 分 利用 上 面 获得 的 序列 网 的 性 质 给 出 度量 空间 的 确定 商 映 象 一 些 新 刻画 
特 别 地 ,刻画 了 度量 空间 的 序列 商 映 象 以 及 度量 空间 的 序列 商 s 映 象 . 

引 理 2.3.10 设 f:X 一 Y 是 序列 商 映射 . 若 必 是 空间 XX 的 序列 网 则 f( 妃 是 空间 Y 的 序列 网 . 


证 明 . 设 Px U ,x P,. 对 于 每 一 yeY, 记 3,={GP,) :CP,)eP,, xef (y)}, 则 


及 ,ef(P”. 由 于 的 连续 性 , 如果 <P ,> 是 x 在 X 中 递减 的 网 , 则 <f(P ,)> 是 foo 在 Y 中 递减 的 


网 . 设 HCY 且 对 于 任意 的 ye H, (H)eZ,， 存 在 meN 使 得 H,, CH, 那么 对 于 任意 的 


m 


xef 1(H), (P,)eP,, 有 foeH 且 (f(P,))eHYi,,， 所 以 存在 meN 使 得 f(P,,)cH, 于 是 
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P,, cf (GD， 因 而 全 GD 是 X 的 序列 开 集 . 因为 


中 


发 . 故 f( 妨 是 的 序列 网 .上 


[= 


是 序列 商 映 射 ， 由 引 理 1.4.1, H 是 Y 的 序列 开 


定理 2.3.11( 林 寿 [1999a]) 对 于 任意 基数 K 及 任意 空间 X, XX 具有 基数 k 的 序列 网 当 且 仅 当 X 


是 具有 权 数 K 的 度量 空间 的 序 


列 商 映 象 


证 明 . 由 引 理 2.3.10, 只 须 证 必要 性 . 不 妨 设 Kk >@ . 设 PU ,xP ,是 空间 X 的 基数 为 K 


的 序列 网 . 对 于 每 一 xeX, 记名, ={(H,)sP”: 存在 (P, )eP ,和 ieN 使 得 当 n>i 时 有 H ,=P， 


日 xe 门 ,,H,}. 再 记 PP。 


n<i 


间 . 定义 


: Qe 人}. 对 于 每 一 ne N, 让 人 ,是 集合 人 赋予 离散 拓扑 的 空 


入 


M={B8=(a ,)ell,vA,: 存在 x(B)eX 使 得 PP。 )E Hp)}. 


则 M 是 权 数 不 超过 k 的 度量 空 


间 , 并 且 对 于 每 一 B e M, x(B ) 是 唯一 确定 的 ,于 是 可 以 定义 函数 


fM 一 X 使 得 KB )=x(B)， 显然 ,f 是 满 函数 . 设 P 是 X 的 开 子 集 并 且 f(( 0 , ))sP 那么 存在 meN 


f(W)CP。 CP, 于 是 f 是 连续 函数 . 如 果 PCX 


(P,)eP,, 有 (Q ,)ef (Pp). 


因为 f”(P) 是 M 的 开 


使 得 P。cP 置 W={B eM : 6 的 第 m 个 坐标 是 a ,,}. 则 W 是 M 的 开 子 集 , (a ,)eW 且 


f1(P) 是 M 的 序列 开 集 ,对 于 任意 的 xeP 


子 集 , 存在 [Tv A ,的 基本 开 集 [Tv 工 


neN n 


A 


使 得 (a , )e MA TI,_wT ,cf (P). 不 妨 设 当 n<m 时 ,={Q ,}), 当 n>m 时 TT,= 人 A 人 ,. 对 于 


yeP。， 取 定 P, )eP,, 定义 y=( 六 ,)e [Lew 人 ,使 得 当 n<m 时 7,=Q ，, 当 n>m 时 ,=Y ，， 


是 X 的 序列 开 集 . 由 引 理 1.4.1 


以 上 我 们 证 明了 XX 是 权 数 不 


那么 (P ; )e 辽 ,， 从 而 ye MA TT,ew ,于 是 y=f( 


,了 是 序列 商 映 射 . 


7Y), 故 P。 CfMAM Tl,vwT,)cP, 所 以 P 


国 过 大 的 度量 空间 M 的 序列 商 映 象 ， 从 而 X 也 是 与 M 同 胚 的 


个 空间 的 拓扑 和 的 序列 商 映 象 , 故 X 是 权 数 k 的 度量 空间 的 序列 商 映 象 . 目 


由 推论 2.3.6 和 引 理 1.4.2， 


推论 2.3.12(Svetlichny[1993]) ”对 于 外 


仅 当 X 是 具有 权 数 K 的 度量 空 


我 们 有 


间 的 商 映 象 . 国 


E 意 基数 k 及 任意 空间 X, XX 具有 基数 的 序列 拟 基 当量 


由 定理 2.3.8 及 引 理 2.1.10, 我 们 可 以 利用 序列 网 给 出 问题 2.3.2(2) 的 男 一 个 解 . 
对 于 空间 X, 下 述 条 件 相 互 等 价 : 


定理 2.3.13( 林 寿 [1999a]) 
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()X 具 有 点 可 数 的 序列 网 . 
(C)X 具有 点 可 数 的 cs* 网 . 


(3) X 是 度量 空间 的 序列 商 s 映 象 . 国 
推论 2.3.14 (1) 空间 X 具有 点 可 数 的 序列 拟 基 当 且 仅 当 X 是 度量 空间 的 商 s 映 象 . 
(2) 空间 和 具有 点 可 数 的 Fréchet 拟 基 当 且 仅 当 X 是 度量 空间 的 伪 开 s 映 象 . 国 
下面 继续 用 度量 空间 确定 的 序列 商 映 象 刻画 与 序列 网 相关 的 弱 第 一 可 数 性 . 
定义 2.3.15(Svetlichny[1993]) 设 PP 是 空间 X 的 序列 网 . PP 的 肩 数 定义 为 min{ 4 : 


P= U ,xP,, 对 于 每 一 xeX 有 |P ,|< 4}. 记 了 P 的 遍 数 为 fn(P). 


xeX 


空间 X 是 弱 拟 第 一 可 数 的 ( 拟 第 一 可 数 的 )(Sirois-Dumais[1980])， 如 果 X 具有 序列 拟 基 (Fré 


chet 拟 基 )P 使 得 fn(P)< @. 


由 定义 2.3.15 知 , 空间 X 是 snf 可 数 空间 当 且 仅 当 X 具有 序列 网 PP 使 得 fn(P)=1, 空间 X 是 


旺 可 数 空间 当 且 仅 当 X 具 有 序列 拟 基 允 使 得 fn(P)=1. 由 例 1.5.1 和 例 1.5.2 易 验 证 ,序列 扇 S。 是 


非 snf 的 似 第 一 可 数 空间 , 遍 空 间 S。 是 非 弱 拟 第 一 可 数 的 Fréchet 空间 , Arens 空间 S , 是 非 拟 第 


一 可 数 的 gf 可 数 空间 . 
定理 2.3.16(Svetlichny[1993]) 对 于 任意 基数 4 和 空间 X,X 具 有 扇 数 不 超 过 4 的 序列 网 当 且 


仅 当 存 在 度量 空间 M 和 序列 商 映射 fM ->X 使 得 每 一 | Of (x)|< 1. 


证 明 . 设 P32U ,x P, 是 空间 XX 的 序列 网 使 得 每 一 |PP,|< 4. 对 于 每 一 xeX 和 (P, )eP,， 


让 M ,e ,是 集合 和 赋予 如 下 拓扑 : 以 <P ,> 作为 x 的 邻 域 基 , XN {x} 的 点 取 为 X 的 孤立 点 .那么 


M .ep 是 具有 Go 离散 基 的 正则 空间 ， 于 是 M .en) 是 可 度量 空间 . 定义 M=D {M ep) : XEX, 


(P, )e PP,}, 则 M 是 可 度量 空间 . 让 fM 一 X 是 自然 映射 . 


(16.1) f 是 连续 的 . 对 于 X 的 开 子 集 U 和 xe X, (P, )eP,. 由 于 <P, > 是 x 在 X 中 的 网 ， 


f (CU) 六 M 是 M 的 开 子 集 , 于 是 f”(U) 是 M 的 开 子 集 ， 所 以 f 是 连续 函数 . 


(16.2)f 是 序列 商 映 射 . 设 PCX 且 f (Pi 是 M 的 序列 开 集 , 对 于 任意 的 xeP 和 (P, )e P| 


| 


于 fp) Mp) 是 M 的 开 子 集 , 存在 me N 使 得 P,, CP, 于 是 P 是 X 的 序列 开 集 由 引 理 1.4.1， 
f 是 序列 商 映 射 ， 
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(16.3) 对 于 每 一 xeX,|6f (x)|< 4. 由 M 的 定义 知 |6f (x)|<PP,|<4. 


反之 , 设 存在 度量 空间 M 和 序列 商 映 射 人 M 一 X 使 得 每 一 | 6f "(x)|< 4 . 对 于 每 一 xseX 和 


zef (x), 让 <B, (z)> 是 z 在 M 中 递减 的 局 部 基 . 


ze Of 1(x) }; 若 Of-1(x)= 名 , 取 定 ze f-!(x)， 


记 P={GGB, (2))}. 与 引 理 


若 6f (x) 二 亿 ， 


记 P,={((B ， 02)): 


2.3.10 类 似 ， 易 验证 


PxU ,xP, 是 X 的 序列 网 有 fn(P)<4. 秆 
由 推论 2.3.6 和 引 理 1.4.2, 我 们 有 下 述 弱 第 一 可 数 空间 的 映射 刻画 
推论 2.3.17 (1)X 是 弱 拟 第 一 可 数 空间 当 且 仪 当 存 在 度量 空间 M 和 商 映 射 人 M 一 X 使 得 每 
—|Of7(x) |<0. 
(2) X 是 拟 第 一 可 数 空间 当 且 仅 当 存在 度量 空间 M 和 伪 开 映射 fM 一 XX 使 得 每 
16f (x)|< o. 
(3)X 是 snf 可 数 空 间 当 且 仅 当 存 在 度量 空间 M 和 序列 商 映射 fM 一 >XX 使 得 每 一 |6f (x)|<1. 
(4)X 是 中 可 数 空间 当 且 仅 当 存在 度量 空间 M 和 商 映 射 fM -> X 使 得 每 一 6f "1(x)|<1. 下 
问题 2.3.18 ” 设 空间 X 具有 点 可 数 弱 基 ， 是 否 存 在 度量 空间 M 和 商 s 映射 fM 一 X 使 得 每 
一 |6f (x) |<1? 


2.4 cs 网 、sn 网 与 序列 覆盖 映射 
空间 的 集 族 性 质 与 适当 的 映射 类 是 相互 


映射 . 引 理 2.1.10 就 是 这 种 匹配 的 范例 . 


映射 


定义 了 序列 覆盖 映射 获得 了 序列 空 


匹配 的 结果 . 1971 年 Guthrie[1971] 为 刻画 


s 间 和 Fr échet 空 


间 


匹配 的 ， 如 点 可 数 集 族 对 应 s 映射 , cs* 网 对 应 序列 商 
本 节 介 绍 几 类 与 cs 网 相关 的 邹 


E 间 与 度量 空间 上 序列 覆盖 


空间 引入 了 cs 网 的 概念 ，1971 年 Siwiec[1971] 


的 函数 形式 特征 . 1972 年 Strong[1972] 证 明了 


里 个 


具有 可 数 cs 网 的 空间 可 以 刻画 为 可 分 度 


Hoshina[1970] 在 研究 度量 空间 的 商 s 映 象 


z 间 的 序列 覆盖 映 象 .而 对 于 具有 点 可 数 弱 基 的 空 
的 特征 时 曾 试 


E 癌 ， 


区 


解决 下 述 问题 . 


点 可 数 弱 基 的 空间 可 去 


间 可 


问题 2.4.1 


~ 


这 些 结果 与 问题 激发 了 对 于 序列 获 盖 映 射 的 进 


| 画 为 度量 空 


间 在 怎样 的 映射 下 的 象 ? 


步 探讨 及 1 序列 覆盖 映射 与 2 序列 覆盖 映射 


的 引入 (keda, 刘 川 ,Tanaka[2002]; 林 寿 [1996c]; 林 寿 ， 刘 川 [1996]; 林 寿 ， 燕 鹏 飞 [2001a, 2001b]; 
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刘 川 ，Tanaka[1998a]; Tanaka[1991]; Tanaka， 夏 省 社 


[1996]; 夏 省 祥 [2000]). 本 节 介 绍 度量 空间 的 


序列 覆盖 (或 1 序列 覆盖 ，2 序列 覆盖 ) 映 象 和 s 映 象 的 特征 , 特别 地 , 利用 1 序列 覆盖 的 商 s 映射 
回答 了 问题 2.4.1， 建 立 了 序列 覆盖 映射 与 开 映 射 的 一 些 初 步 关 系 . 


(extremally disconnected) 空 


(Gleason[1958]), 于 是 定理 


与 问题 2.2.12 相关 ， 对 于 cs 


网 、sn 网 和 so 网 相应 的 问题 有 肯定 的 回答 . 


定理 2.4.2 每 一 正则 空间 是 共有 点 可 数 so 网 的 完全 正则 空间 的 完备 映 象 . 


Woods[1979] 应 用 布尔 代数 


中 的 Stone 衬 


间 理 


论证 明了 每 一 正则 空间 是 某 一 极 不 连通 


时 Tanaka 的 简单 证 明 . 


h=B 
则 EE 
非 汪 


人 个 
J 


间 的 完备 映 象 ， 而 极 不 连通 
2.4.2 是 Woods 定理 的 推论 . 这 里 我 们 给 出 将 空间 加 强 为 完全 正则 空间 


通 空间 是 具有 点 可 数 so 网 的 完全 正则 空间 


证 明 . 设 X 是 完全 正则 空间 . 让 D 是 集合 X 赋予 离散 拓扑 的 空间 , f: D 一 BX 是 肉 入 映射 ， 


f BD-> BX 是 f 的 唯一 扩张 , 则 h 是 完备 映射 . 让 E={ze PD :h(z)e X}), g=hje: EX, 


凡 的 收敛 序列 , 令 信 {{z} 
正则 空间 的 完备 映 象 . 自 


由 此 ,完备 映射 不 保持 共有 点 可 数 cs 网 的 空 


定理 2.4.3( 林 寿 [1996b]) ”空间 X 是 度量 空 


证 明 . 设 存在 度量 空间 M 和 序列 履 盖 


Be 2B} 是 空间 X 的 点 可 数 cs 网 . 


由 引 


是 完全 正则 空间 且 g 是 完备 映 财 . 由 于 BD 


3 间 ]. 


FP 不 存在 非 平凡 的 收敛 序列 , 所 以 E 中 也 不 存在 


: ZzEE}, 则 是 E 的 点 可 数 so 网 ,于 是 X 是 具有 点 可 数 so 网 的 


反之 , 设 空间 X 具 有 点 可 数 cs 网 刀 记 P={P。 


{Xx }, 不 妨 设 所 有 x, 是 互 不 机 


Fe 


PP” 具有 性 质 FIK, U)， 如 果 3 满 足 


x 间 的 序列 覆盖 s 映 象 当 且 仅 当 X 具有 点 可 数 的 cs 


(3.1) 对 于 每 一 PE 有 有 人 zzPmNKCPCU. 


(3.2) 对 于 每 一 ze K, 存在 唯 


的 P.e 了 使 得 


(3.3) 若 xo EPeF， 那么 KNP 是 有 限 的 . 


63 


s 映 射 fM 一 X. 让 2B 是 M 的 o 局 部 有 限 基 , 那么 {f(B): 


: QC e A }. 让 (人 M, X, PPD) 为 Ponomarev 系 ， 


理 1.3.8, f:M 一 X 是 s 映射 . 我 们 要 证 明 f 是 序列 覆盖 映射 . 对 于 X 中 收敛 于 点 xo 的 序列 


日 同 的 . 让 K=[x, ]， 并 且 设 U 是 X 中 任 一 包含 K 的 开 子 集 , 称 


由 于 好 是 X 的 cs 网 , 具有 性 质 FK, UD) 的 FeP” 是 存在 的 . 置 {FeP”: 了 具有 性 质 F(K,， 


X)}=<F ,>. 对 于 每 一 ieN 和 mew, 存在 唯一 的 Qj, seA 使 得 xwsP。 ese2Fi 让 
bP ,=(Qm)e A 则 
(3.Df( PB ,)=x,. 


(3.5) lim , ,» bp, = po. 


事实 上 ， 设 V 是 x, 在 X 


的 开 邻 域 . 如 果 m=0, 令 L=KmNV 那么 存在 F 'eP” 具有 性 质 


FQLL,，V), 而 KNL 是 有 限 集 ， 可 以 取 定 P 的 基数 为 区 信也 的 子 集 族 F ”满足 : 对 于 每 一 ze KL,， 
存在 唯一 的 PE23F ”使 得 zsPCXNL. 置 FF UF”， 则 F 具有 性 质 FK, X), 于 是 存在 ieN 使 


得 FF-F ,从 而 xosP。 CSC UF', 因此 xosP。 CV. 如 果 m>0, 则 存在 Fre P ”具有 性 质 FIK 


入 {x,}, XN{x, 和 Pe 了 Pp 使 得 x,, ePCVN(KN{x,}))， 那么 {P} 天 具有 性 质 F(K, X), 于 是 


存在 jeN 使 得 7 ,={P} UVF, 从 而 x， <P。 =PcCYV 故人 P。 : ieEN} 是 x, 在 X 中 的 网 所 以 


B ,eM 且 f( B ,)=x,.(3.5) 等 价 于 对 于 每 一 ie N 在 人 中 有 lim,,, 0; =a 由 于 {0,，:neN} 


m 


也 


是 有 限 集 ， 从 (3.2) 和 (3.3) 知 , 存在 n, eN 使 得 当 n>n;, 时 有 C， =X0， 所 以 lim，。 ao =Q0， 故 


lim ，>= Pb, = bo. 
这 表明 了 f 是 序列 覆盖 s 映射 . 国 


由 引 理 1.4.2 和 引 理 1.4.3, 我 们 可 将 Strong[1972] 关 于 可 数 cs 网 的 结果 推广 为 点 可 数 cs 网 的 


推论 2.4.4 ”空间 X 是 度量 空间 的 序列 覆盖 的 商 s 映 象 当 上 且 仅 当 X 是 具有 点 可 数 cs 网 的 序列 
空间 .时 
下 面 转 入 回答 问题 2.4.1. 


引 理 2.4.5 ” 设 f:X 一 Y. 如 果 <B ,> 是 X 中 某 点 x 的 递减 的 网 且 每 一 KB , ) 是 f(x) 在 Y 中 的 序 


\ 


列 邻 域 . 若 在 Y 中 序列 {y, } 收 敛 于 f(x)， 那 么 存在 x , e f(y, ) 使 得 在 X 中 序列 {x ，} 收 敛 于 


证 明 . 对 于 每 一 ne N, 由 于 f(B, ) 是 f(x) 的 序列 邻 域 , 存在 i, e N 使 得 当 i>i, 时 有 


y; sfB ,), 那么 f7(y,) 丫 B, 关 名 . 不妨 设 1<i, <i,,. 对 于 jeN, 置 
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f(y)),j<il), 
: f(y)NB,,i, Sj<iu neN, 


那么 xj sf (y ;), 且 在 X 中 序列 {x ;} 收 敛 于 x. 午 


定理 2.4.6( 林 寿 [1996c]) ”空间 XX 是 度量 空间 的 1 序列 覆盖 s 映 象 当 且 仅 当 X 具有 点 可 数 的 
sn 网 . 


证 明 . 设 姑 是 空间 X 的 点 可 数 sn 网 . 记 RP{P。 :XeA)} 让 (人 MX,P) 为 Ponomarev 系 | 


引 理 1.3.8, EM 一 和 是 s 映射 , 往 证 f 是 1 序列 覆盖 映射 . 对 于 每 一 xEX, 设 必 的 子 集 族 <P。> 


是 x 在 X 中 的 序列 邻 域 网 , 记 B=(Q,)e A“, 那么 B sf (CO. 对 于 每 一 neN， 置 


B ,={(Y;)e M: 对 于 i<n 有 yY,=Q}, 那么 B,> 是 5 在 M 中 递减 的 邻 域 基 , 且 fB,)= 人 站 <,P。 . 


事实 上 , 设 y =(y,)eB,, 那么 fy)e NicwPy, c 站 Pu， 所 以 fB,)S 站 swPw . 再 设 


zEf ioP。, 选取 P 的 子 集 族 <Ps > 使 得 <P ;> 是 点 z 在 X 中 的 网 且 当 i<n 时 有 6,=Q, 令 


izsn Qa; 


6 =(6,)e A”, 那么 z=f(6 )ef(B, ), 于 是 站 ;osP。Cf(B,) 故 fB, )= 门 ,Ps. 现在 , 设 X 中 


的 序列 {x } 收 敛 于 x 由 于 fB , ) 是 x 的 序列 邻 域 , 再 由 引 理 2.4.5, 存在 B, ef 1(x  ) 使 得 在 M 


中 序列 { DB) } 收 敛 于 B， 从 而 f 是 1 序列 覆盖 映射 . 


反之 , 设 M 是 度量 空间 且 f:M 一 X 是 1 序列 覆盖 的 s 映射 , 让 有 是 M 的 G 局 部 有 限 基 . 对 


于 每 一 xeX,， 存在 B, ef (9 满足 定义 1.2.3(6) 中 1 序列 覆盖 映射 的 条 件 . 置 PP, ={f(B) : 


.eBe2), 居 UU ,PF,, 则 可 直接 验证 必 是 X 的 点 可 数 sn 网 . 重 


由 引 理 1.4.2, 引 理 1.4.3 和 引 理 1.4.6, 我 们 有 下 述 推论 ， 它 回答 了 问题 2.4.1. 

推论 2.4.7 空间 X 是 度量 空间 的 1 序列 覆盖 的 商 s 映 象 当 且 仅 当 X 具有 点 可 数 弱 基 . 国 
对 于 度量 空间 的 2 序列 覆盖 s 映 象 的 特征 , 我 们 需要 下 述 引 理 . 
引 理 2.4.8 设 fX 一 立 考虑 下 述 条 件 : 

(Df 是 2 序列 覆盖 映射 

(2) 对 于 xePCX, 若 P 是 x 的 序列 邻 域 , 那么 f(P) 是 f(x) 的 序列 邻 域 . 


(3) 若 P 是 XX 的 序列 开 集 ， 那么 f(P) 是 Y 的 序列 开 集 . 


则 (DD) 党 肥 和 GB). 若 X 是 第 一 可 数 空间 ， 则 (3) 一 (1). 
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证 明 . () 一 (2). 对 于 xePCX, 若 P 是 x 的 序列 邻 域 ， 设 Y 中 的 序列 {y,} 收 敛 于 fco,， 由 (])， 


存在 X 中 收敛 于 x 的 序列 {x, } 使 得 每 一 x,, ef (y,), 于 是 {x, } 是 终于 P 的 ,从 而 {y , } 是 终了 


f(P) 的 . 故 f(P) 是 f(x) 的 序列 邻 域 . 


(2) 入 (3). 设 P 是 X 的 序列 开 集 对 于 每 一 yef(P)， 存在 xeP 使 得 f(x)=y， 由 (2), f(P) 是 y 的 
序列 邻 域 , 于 是 f(P) 是 的 序列 开 集 . 


设 X 是 第 一 可 数 空间 ,由 条 件 (3)， 引 理 2.4.5 及 定义 1.2.30 知 (3) 二 .8 


沿用 定理 2.4.6 和 推论 2.4.7 的 证 明 方 法 , 利用 引 理 2.4.8 有 
定理 2.4.9( 林 寿 [1996c]) (1) 空间 X 是 度量 空间 的 2 序列 覆盖 s 映 象 当 且 仪 当 X 具 有 点 可 数 
的 so 网 . 
(2) 空间 是 度量 空间 的 2 序列 覆盖 的 商 s 映 象 当 且 仅 当 X 具有 点 可 数 基 . 国 
我 们 对 于 度量 空间 的 1 序列 覆盖 (或 2 序列 覆盖 ) 的 s 映 象 有 了 较 好 的 刻画 ， 那么 度量 空间 的 1 
序列 覆盖 (或 2 序列 覆盖 ) 映 象 义 有 怎样 的 内 在 特征 ? 
下 述 引 理 可 直接 验证 . 


引 理 2.4.10 设 fx 一 站 g:Y 一 Z 都 是 1 序列 覆盖 (或 2 序列 覆盖 ) 映 射 ， 那么 gf:X 一 Z 也 是 


1 序列 覆盖 (或 2 序列 覆盖 ) 映 射 . 目 


定理 2.4.11( 林 寿 , 燕 鹏 飞 [2001b]) 空间 X 是 度量 空间 的 1 序列 覆盖 (或 2 序列 覆盖 ) 映 象 当 
且 仅 当 X 是 snf 可 数 (或 sof 可 数 ) 空 间 . 
证 明 . 仅 证 1 序列 覆盖 映射 的 情形 , 2 序列 有 覆盖 映射 的 情形 是 类 似 的 . 


设 fEM->X 是 1 序列 覆盖 映射 ， 其 中 M 是 度量 空间 . 对 于 每 一 xeX,， 存在 B ,sf (x) 满足 


定义 1.2.3(6). 让 B, 是 ,在 M 中 的 可 数 局 部 基 , 令 PP, =f(G.), 则 PP 是 x 在 XX 中 的 可 数 sn 网 . 


故 义 是 snf 可 数 空间 . 


反之 , 设 X 是 snf 可 数 空间 , 让 姑 是 使 得 X 是 snf 可 数 空间 的 X 的 sn 网 . 记 和 {PP,:Q eA}. 


让 (f, M, X, 妨 为 Ponomarev 系 , 由 引 理 1.3.8, fM 一 X 是 映射 ， 从 定理 2.4.6 的 证 明知 f 是 1 序列 
禾 羡 映射 . 目 
由 引 理 1.4.6, 引 理 1.4.2， 引 理 1.4.3 和 定理 2.4.11 有 
推论 2.4.12 空间 X 是 度量 空间 的 1 序列 覆盖 (2 序列 覆盖 ) 的 商 映 象 当 且 仅 当 X 是 gf 可 数 ( 第 
一 可 数 ) 空 间 . 国 
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推论 2.4.13 (1) 1 序列 柳 盖 映射 保持 snf 可 数 空间 . 
(2) 1 序列 覆盖 的 商 映 射 保持 gf 可 数 空间 . 

(3) 2 序列 覆盖 映射 保持 sof 可 数 空间 . 

(4) 2 序列 覆盖 的 商 映射 保持 第 一 可 数 空间 . 国 


注 记 2.4.14 ”从 定理 2.4.11, 认为 “空间 X 是 度量 空间 的 序列 覆盖 映 象 当 且 仅 当 X 是 csf 可 数 


空间 ”是 很 自然 的 . 但 这 是 不 正确 的 . 一 方面 , 任何 空间 都 是 某 一 度量 空间 的 序列 覆盖 映 象 . 


y ~ 


pny 


山中 


上 , 设 X 是 一 空间 , 让 M=@{S:S 是 X 的 含 极 限 点 的 收敛 序列 }， 则 M 是 度量 空间 且 从 M 到 XX 


aa 


上 的 自然 映射 是 序列 获 兰 映射 . 男 一 方面 ,由 于 扁 空 间 S。 恰 有 一 个 非 孤 立 点 , 若 S 。 在 非 弧 立 


点 处 共有 可 数 cs 网 , 那么 S。 自身 就 具有 点 可 数 cs 网 , 1 


以 S。 不 是 csf 可 数 空间 ， 


例 1.5.2, S ， 不 具有 点 可 数 cs 网 , 所 


从 定义 1.2.3 可 见 , 序列 覆盖 映射 、1 序列 覆盖 映射 及 2 序列 覆盖 映射 都 具有 一 种 所 谓 的 收 
敛 序 列 的 “ 拉 回 ”性 质 , 而 开 映 射 上 共有 收敛 序列 的 “ 拉 回 ”性质 早已 为 人 们 所 重视 并 发 挥 了 积极 的 作 


]. 1935 年 Eilenberg[1935] 证 明了 下 述 性 质 : 设 人 EX->Y 是 开 映 射 , X 和 YY 是 紧 度 量 空间 ,那么 f 


是 开 映 射 当 且 仅 当 如 果 在 Y 中 序列 {y, } 收 仑 于 y,， 则 在 超 空间 2” 中 序列 {f(y,)} 收 化 于 点 


f 一 (y)(Nadler[1992]， 定 理 13.53]). Nadler[1992] 的 著作 表明 Eilenberg 的 定理 被 应 用 于 连续 统 的 分 


解 结构 . 1971 年 Siwiec[1971] 叙 述 了 第 一 可 数 空间 上 的 开 映 射 是 序列 覆盖 映射 . 1991 年 眉 求 


[1991] 实 际 上 证 明了 具有 点 Gs 性 质 的 正则 空间 上 的 开 闭 映射 是 序列 履 盖 映 射 ， 并 由 此 导出 开 闭 


映射 保持 正则 的 N 空间 性 质 . 本 节 的 最 后 一 个 定理 将 进一步 揭示 开 映 射 ， 
盖 , 1 序列 覆盖 映射 的 关系 . 
定理 2.4.15( 林 寿 [2000a]) 设 fX 一 >Y. 若 X 是 第 一 可 数 空间 ,那么 
(1D)f 是 开 映 射 当 且 仅 当 f 是 2 序列 覆盖 的 商 映 射 . 
(2)f 是 几乎 开 映 射 当 且 仅 当 f 是 1 序列 覆盖 的 伪 开 映射 . 
证 明 . (1) 是 引 理 2.4.8 的 推论 . 我 们 证 明 (2) 成 立 . 设 f 是 几乎 开 映 射 . 


几乎 开 映 射 与 2 序列 覆 


显然 ,是 伪 开 映射 . 对 


于 每 一 yeY 及 xef” (9) 满 足 定义 1.2.2(6) 的 要 求 . 由 于 X 是 第 一 可 数 空间 , 让 <B , > 是 x 在 X 中 


递减 的 局 部 基 , 那么 <fB ,)> 是 y 在 Y 中 递减 的 邻 域 基 . 由 引 理 2.4.5， 如 果 立 中 的 序列 {y, } 收 敛 
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于 y 那么 存在 XX 中 收敛 于 x 的 序列 {x, } 使 得 每 一 x, ef 1(y, ), 所 以 f 是 1 序列 覆盖 映射 . 


反之 , 设 f 是 1 序列 覆盖 的 伪 开 映射 . 对 于 每 一 yeY， 存 在 xef (y) 满 足 定义 1.2.3(6) 的 要 


求 . 如 果品 是 x 在 XX 中 的 邻 域 , 我 们 要 证 明 KU) 是 y 在 立 中 的 邻 域 . 对 于 立 中 收敛 于 y 的 序列 


{y, }, 存在 六 中 收敛 于 x 的 序列 {x, } 使 得 每 一 x, ef (y, ), 于 是 序列 {x，} 是 终于 U 的 ， 从 而 


序列 {y, } 是 终于 f(D) 的 , 因此 f( 中 是 y 的 序列 邻 域 . 由 于 X 是 第 一 可 数 空间 , 所 以 Y 是 Frechet 


空间 ,由 引 理 1.4.7,f(U) 是 y 的 邻 域 , 于 是 f 是 几乎 开 映 射 . 自 


问题 2.4.16(Tanaka[1993])” 开 映射 是 否 保持 gf 可 数 空间 ? 


2.5 cfp 网 与 紧 履 盖 映 身 

Michael 和 Nagami[1973] 对 于 度量 空间 的 紧 履 盖 映 射 进行 了 系统 的 研究 , 证 明了 空间 X 是 度 
量 空间 的 开 s 映 象 当 且 仅 当 X 是 度量 空间 的 紧 履 盖 的 开 s 映 象 , 提出 了 下 述 问题 

问题 2.5.1 度量 空间 的 商 s 映 象 是 否 也 是 度量 空间 的 紧 履 盖 的 商 s 映 象 ? 


从 文献 陈 怀 鹏 [1999]; Debs，Raymond[1996，1999]; Gruenhage, Michael, Tanaka[1984]; Just, 
Wicke[1994]; 林 寿 [1998a]; Michael[1990] 可 见 ， 问 题 2.5.1 诱导 了 紧 履 善 映 射 、 序 列 履 盖 有 映射、 诱 
导 完 备 映 射 等 映射 理论 ,点 可 数 履 盖 理 论 , 集 论 拓扑 等 课题 的 发 展 ， 现 已 成 为 一 般 拓 扑 学 的 著名 
问题 而 激发 很 多 有 趣 的 工作 . Gruenhage, Michael 和 Tanaka[1984] 证 明了 度量 空间 的 商 s 映 象 是 度 
量 空间 的 伪 序 列 履 盖 的 商 s 映 象 (推论 1.3.9). 陈 怀 鹏 [1999] 否 定 地 回答 了 问题 2.5.1. 

例 2.$.2( 陈 怀 鹏 [1999]) ”存在 局 部 可 分 度量 空间 的 商 紧 映 象 X 使 得 X 不 是 任 一 度量 空间 的 紧 
履 羡 的 商 s 映 象 . 


让 Q=ImQ,RIJVR,，=INQ' 使 得 Ri AR = 纪 且 RiG=12) 在 I 中 是 c 稠 密 的 . 令 M|=(R| X 


(L 12, 13, ..) w(R，wR，)X{0)) 赋 予 12 的 子 空间 拓扑 . 对 于 每 一 reR，， 令 S ,={r}X {1, 1/2, 


1/3, ..….】, M, = 四 (SC 0)} : reR,}, 那么 M ,是 局 部 紧 的 度量 空间 . 令 M,=@{IX{1m} : 


neN}, 则 M ;也 是 局 部 紧 的 度量 空间 . 再 令 M=M; @@M, 日 M,, 则 M 是 局 部 可 分 的 度量 空间 . 


让 BU vB, 是 M 的 o 局 部 有 限 基 上 满足 


(2.1) 如 果 Be 允 则 存在 ke {1,2,3} 使 得 BcCM,. 


(2.2) 如 果 B CM,， 则 存在 re R, 使 得 BCS, {G0)}. 
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(2.3) 如 果 BCM;， 则 存在 neN 使 得 BCIX{lm}. 


置 集合 X=I*N(Q’X {0})). 让 g:M 一 X 是 显然 映射 ,P=g( 如 .定义 X 的 拓扑 如 下 : UCcX 是 X 


的 开 子 集 当 且 仅 当 对 于 每 一 PEP, PAU 是 P 的 开 子 集 , 即 X 关 于 人 具有 弱 拓 扑 . 这 时 , X 是 非 


正则 的 Ts 空间 , X 是 局 部 可 分 度量 空间 M 的 商 紧 映 象 , 但 是 X 不 是 任 一 度量 空间 的 紧 履 盖 的 商 


s 里 象 . 目 


既然 度量 空 


闻 的 商 s 英和 象 未 必 是 度量 空间 的 紧 履 盖 的 商 s 映 象 ， 寻求 度量 空间 的 紧 履 羡 的 商 
s 映 象 的 内 在 刻画 具有 特别 的 意义 . 这 比 度量 空间 的 商 s 映 象 的 内 在 刻画 要 复杂 和 困难 的 多 . 1977 
年 Michael[1977] 证 明了 具有 点 可 数 闭 k 网 的 k 空 间 是 度量 空间 的 紧 攻 盖 的 商 s 映 象 ; 1996 年 林 寿 
[1996b] 证 明了 具有 点 可 数 cs 网 的 序列 空间 是 度量 空间 的 紧 履 盖 的 商 s 映 象 ，1996 年 刘 川 和 戴 牧 
民 [1996] 引 入 强 K 网 的 概念 (定义 2.5.3(2))， 给 出 了 度量 空间 的 紧 履 盖 的 商 s 映 象 第 一 个 刻画 : 空 
间 X 是 度量 空间 的 紧 覆 盖 的 商 s 映 象 当 且 仅 当 X 是 具有 点 可 数 强 网 的 空间. 但 强 网 因 形 
式 较 为 复杂 难以 进一步 发 挥 作用 ,而 上 述 列举 的 闭 k 网 或 cs 网 的 条 件 又 都 严格 强 于 度量 空间 的 
紧 覆 盖 的 商 s 映 象 中 所 需要 的 集 族 性 质 ， 所 以 用 弱 于 闭 k 网 和 cs 网 且 较 为 简单 的 概念 来 代替 强 k 
网 条 件 应 是 回答 上 述 问 题 的 方向 之 一 . 为 此 ,， 燕 鹏 飞 和 林 寿 [1999b] 引 入 了 cfp 网 的 概念 作为 闭 k 
网 、cs 网 和 强 k 网 的 深化 , 证 明了 一 个 空间 是 度量 空间 的 紧 履 盖 s 映 象 当 且 仅 当 它 是 具有 点 可 数 
的 cfp 网 的 空间 ,这 不 仅仅 给 出 了 度量 空间 的 紧 覆 盖 的 商 s 映 象 一 个 较为 简单 的 内 在 刻画 ， 同时 
可 导出 关于 度量 空间 的 s 映 象 研究 方面 的 系列 结论 .本 节 介 绍 这 方面 的 一 些 结 

定义 2.5.3( 燕 胶 习 [1997]) 设 K 是 空间 X 的 子 集 . 若是 KK 在 X 中 的 有 限 履 盖 且 被 K 的 紧 
子 集 组 成 的 有 限 覆 盖 一 一 加 细 , 则 称 多 是 K 的 cfp 履 羡 . 


设 忆 是 空间 X 的 覆盖 


Di 


()( 燕 鹏 飞 [1997]) P 称 为 X 的 紧 有 限 分 解 ， 若 对 于 X 中 的 每 个 紧 子 集 K, 存在 PeP““ 使 得 


PP' 是 K 的 cfp 覆盖 . 


(2)( 刘 川 ， 戴 牧民 [1996]) PP 称 为 X 的 强 k 网 , 若 对 于 X 中 的 每 个 紧 子 集 K， 存 在 姑 的 可 数 子 


族 ZAR) 满 足 : 对 于 K 的 任意 紧 子 集 工 及 X 中 包含 LL 的 开 子 集 V， 存 在 Pe ZAK)“ 使 得 PD :是 革 


的 cfp 覆盖 且 U PDP’ CY. 


(3)( 燕 鹏 飞 ， 林 寿 [1999b]) 也 称 为 X 的 紧 有 限 分 解 网 , 若 对 于 X 中 的 每 个 紧 子 集 K 及 包含 KK 


的 开 子 集 V 存在 PeP“ 使 得 PP' 是 K 的 cfp 履 放生 JP’'CY. 
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空间 的 紧 有 限 分 解 网 简 记 为 X 的 cfp 网 . 
上 述 一 系列 概念 的 出 发 点 是 紧 有 限 分 解 . 这 是 燕 胶 飞 [1997] 为 获得 度量 空间 的 紧 履 盖 紧 映 象 
而 引入 的 . 显然 , 空间 的 闭 k 网 或 强 k 网 都 是 cfp 网 , cfp 网 是 cs* 网 和 kk 网 . 为 进一步 说 明 它 们 之 
间 的 关系 ,下 述 关 于 点 可 数 覆 盖 的 cfp 性 质 与 著名 的 Mi3tenko 引 理 ( 引 理 1.3.6) 类 似 . 对 于 空间 X 
的 子 集 了 及 瑞 的 cfp 覆盖 P,P 称 为 H 的 极 小 cfp 覆盖 , 若 对 于 每 一 PEeP, PN{P} 不 是 旦 的 cfp 
引 理 2.5.4( 燕 鹏 飞 ， 林 寿 [1999b]) 如果 姑 是 空间 X 的 点 可 数 覆 盖 , 那么 X 的 每 一 非 空 紧 子 
仅 有 至 多 可 数 个 由 有 的 元 组 成 的 极 小 cfp 覆盖 . 


入 


A 


证 明 . 设 K 是 空间 X 的 非 空 紧 子 集 且 {P。: Qe 人 } 是 由 FP 的 元 组 成 K 的 极 小 cfp 覆盖 全 


体 . 若 引 理 不 成 立 , 则 存在 ne N 使 得 集 族 已 {P,: a e 人 , ,Faj 是 不 可 数 的 . 对 于 Pe 令 


RP)={P, :PseP es 及 . 取 xieK, 则 RU {RCEP) :xsePeP}. 由 于 PP 是 点 可 数 的 ,于 是 存在 


P, eP 使 得 xi eP| 且 满足 |RCPj) 少 @. 车 n=1, 则 |RCP El1, 矛盾 , 故 n>1. 设 RP1)={P。 


2& E Ai} 其 中 每 一 PP。 ={P。:isn 被 区 的 紧 子 集 组 成 的 有 限 履 盖 F。 ={E。 :isn} 一 一 加 细 


且 Pu=P,. 我 们 先 证 明 { U,。。, FE，: wa e A 1} 具 有 有 限 交 性 质 . 任 取 {F。: a e 人 1} 的 有 限 


子 族 [Fp : j<m), 则 有 U js Fy 1 CP, 由 于 Pp 是 KK 的 极 小 cfp 覆盖 , 因而 存在 xeK\ 


Uj Fp 故 xs 门 。 (U2sssFyj)， 所 以 集 族 {UU FE，: we A 1} 具 有 有 限 交 性 质 , 于 是 


它 具有 非 空 的 交 . 取 xy sf 站 ssA (UysaBi). 令 RP1, P=(P。: PeP, eRP1)}, 则 


RP1)=U {RCP1,P) : x, ePeP}. 事实 上 , 任 取 PP。 EE RCP1), 由 于 x, Ee U,, Fj, 存在 


1< i <n 使 得 x， SP EPs Po xzP HF, eRP,, P。wi ). 因此 ,存在 P,eP 使 得 x,eP,， 


Qio 


满足 : 每 一 


PP HIRCP,, P,)|>0. 


IN 


E 复 上 述 过程 ， 可 得 到 点 集 {x ,js 及 集 族 {P,} 


i<n i<n 


xi EPjEP 当 izxj 时 P,P ;上 且 |RCP1, Ps,.…,P,)|>@, 但 是 |R(P1, P,,…, P,)F1, 矛盾 . 故 ， 


了 的 元 组 成 K 的 极 小 cfp 覆盖 至 多 是 可 数 的 . 国 
下 面 儿 个 引 理 说 明了 cfp 网 与 cs 网 、 强 K 网 的 关系 . 
引 理 2.5.5 若 空 间 X 的 每 一 紧 子 集 是 序列 紧 的 , 则 X 的 点 可 数 cs 网 也 是 X 的 cfp 网 . 
证 明 . 设 必 是 空间 义 的 点 可 数 cs 网 , K 是 X 的 紧 子 集 , V 是 X 中 包含 K 的 开 子 集 . 由 引 理 
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2.1.6 和 推论 2.1.4, K 是 第 一 可 数 的 . 对 于 每 一 xeK, 设 <V ,> 是 x 在 K 中 递减 的 局 部 基 . 置 


=-{P 作 K:PeP,PCYV 并 且 存 在 neN 使 得 V， CP 人 KRK}, 那么 3 是 x 在 KK 中 的 邻 域 族 . 由 推论 


2.1.12(1) 所 证 ,是 x 在 K 中 的 网 ,从 而 是 x 在 KK 中 的 邻 域 基 , 于 是 存在 Fe 了 使 得 xe int x (P)， 


即 存在 P,eP 使 得 xseintgP .mnNKNCP， CV 因此 存在 K 的 开 子 集 V ,使 得 


xEV ,Cl(V,)Cintk(P, 个 K). 这 时 的 开 窗 新 {V 。: xe KK} 存 在 有 限 的 子 窗 新 {V 。 : i<n)， 


于 是 RK=U js dl(V ,) 且 每 一 dl(V,)cP,. 让 P'={P，:is<n), 则 PsP,P 是 的 cfp 履 盖 


且 wP'CV, 故 P 是 X 的 cfp 风 .和 


引 理 2.5.6 设 必 是 空间 X 的 点 可 数 覆 盖 , 若 必 是 X 的 cfp 网 , 则 必 也 是 XX 的 强 k 网 . 


证 明 . 设 K 是 X 的 非 空 紧 子 集 . 由 引 理 2.5.4， 记 由 多 的 元 组 成 术 的 极 小 cfp 履 盖 族 为 二 <P， >， 


令 ZAR)= UF 则 PK) 是 PP 的 可 数 子 族 . 对 于 开 的 任意 非 空 紧 子 集 工 及 X 中 包含 世 的 开 子 集 V， 


存在 LL 在 K 中 的 开 邻 域 W 使 得 clk (W)Cc V, 于 是 存在 PEeP” 使 得 P :是 clk(W) 的 cfp 履 盖 且 


UP' 二 V. 由 于 紧 集 K\W CX\L, 又 存在 PDP”"eP“ 使 得 PP "是 K\W 的 cfp 覆 盖 且 UP”cCX 


\L 令 Pr=P UP 则 天 是 天 的 cfp 覆 羡 从 而 存在 keN 使 得 PDP， CP*. 设 P,={P，:i<n) 


被 K 的 紧 子 集 组 成 的 有 限 覆 盖 {F， 


:i<n} 一 一 加 细 , 让 全 {P,eP，:F, 丫 L 了 人 ), 那么 及 是 革 


的 cfp 鹤 盖 且 U CV, 所 以 PP 是 X 的 强 k 网 . 御 
引 理 2.5.7( 燕 月 飞 ， 林 寿 [1999b]) 其 有 点 可 数 cfp 网 的 空间 是 度量 空间 的 紧 窗 盖 s 映 象 . 


证 明 . 设 必 是 空间 X 的 点 可 数 cfp 网 . 记 天 {PP。: ax e 人) 让 (f, M, X, 也 为 Ponomarev 系 ， 


引 理 1.3.8,fM 一 X 是 ss 映射 , 下面 证 明 f 是 紧 覆 盖 映 射 . 


设 K 的 X 的 非 空 紧 子 集 . 由 3 


理 2.5.4, 记 由 允 的 元 组 成 K 的 极 小 cfp 履 盖 族 为 <P,>, 其 


中 每 一 PP，={P。: a eT,} 被 K 的 紧 子 集 组 成 的 有 限 履 盖 F,={F。: c < 工 } 一 一 加 细 . 置 


L={(oa)eI ED :| ,wy FF, 和 人 纪 }. 那么 


IEN a; 


(7.DL 是 紧 子 集 IIL _,T, 的 闭 子 集 从 而 工 是 A" 的 紧 子 集 . 


心 


设 w =(Qi)e IILvDAL, 则 站 iv B= 多 ， 从 而 存在 i。e N 使 得 门 。。 F, = 纪 ， 


Qi Qi 
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WwW={( DO) e TILev 1 证。 i 有 pp = Qi), 则 W 是 ILi_vT; 中 含有 点 a 的 开 了 集 且 WA T= . 


(7.2)LCM Hf CK. 


设 Q =(oi )sL. 取 定 xs 门 ,yw FE， 如 果 我 们 证 明了 <P。> 是 x 在 X 中 的 网 , 那么 a eM 且 


f(a)=xe K, 于 是 有 LCM 且 fDCK. 设 V 是 x 在 X 中 的 开 邻 域 , 则 存在 x 在 K 中 的 开 邻 域 W 


使 得 cly(W) CV, 于 是 存在 PP 'eP“ 使 得 PP "是 clk(W) 的 cfp 履 盖 有 旦 PCV 由 于 紧 集 K、 


WCX\ {x}, 义 存 在 PP”"eP ”使 得 PP "是 K\W 的 cfp 覆盖 且 岂 PCXAN{x. 令 PF:=P’'U 2D”, 


则 ZZ 是 KK 的 cfp 履 盖 ， 于 是 存在 ks NN 使 得 PP CP*. 因为 xeF, CP, EPi, MUP, ep 
故 P。cCV 从 而 <P。> 是 x 在 X 中 的 网 . 


(7.3)KCf(CD)， 


设 xeK,， 对 于 每 一 ieN, 存在 Q; e 局 使 得 xsF。, 令 Q=(Q;), 则 c esL 上 且 


(7.2) 所 证 知 


fa )=x， 因 此 开 CfCD). 
综 上 所 述 ,f 是 紧 履 盖 s 映射 . 目 
由 于 闭 k 网 是 cfp 网 所 以 有 


推论 2.5$.8(Michael[1977]) 若 和 是 具有 点 可 数 财 k 网 的 空间 (k 空间 ), 则 X 是 度量 空间 的 紧 
履 善 ( 商 )s 映 象 . 国 

推论 2.$.9( 林 寿 [1996b]) 空间 X 是 度量 空间 的 紧 履 盖 , 序列 覆盖 的 s 映 象 当 且 仅 当 X 具有 
点 可 数 cs 网 且 X 的 每 一 紧 子 集 是 可 度量 的 . 

证 明 . 必要 性 由 定理 2.4.3, 而 充分 性 

定理 2.5.10( 鹏 飞 ,， 林 寿 [1999b]) ”对 于 空间 X, 下 述 条 件 相互 等 价 : 

(1) X 是 度量 空间 的 紧 履 盖 s 映 象 . 

(2)X 具有 点 可 数 的 cfp 网 . 

(3)X 具有 点 可 数 的 强 K 网 . 

证 明 . 由 引 理 2.5.6 和 引 理 2.5.7 知 (3) 全 OO) 一 (1). 设 空 


引 理 2.5.5, 引 理 2.5.7 和 定理 2.4.3. 国 


司 X 是 度量 空间 M 在 紧 履 盖 s 映射 


f 下 的 象 . 让 Pp 是 M 的 o 局 部 有 限 基 , 则 PP 是 M 的 cfp 网 . 由 于 f 是 紧 履 盖 的 s 映射 ,于 是 f( 力 
是 空间 X 的 点 可 数 的 cfp 网 . 故 (1D) 二 2. 上 

推论 2.5.11 (1D)( 燕 鹏 飞 ， 林 寿 [1999b]) 空间 X 是 度量 空间 的 紧 履 盖 的 商 s 映 象 当 且 仅 当 X 

有 点 可 数 的 cfp 网 的 k 空间 . 


并 
uu 
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(2)( 林 寿 [1996b] 
数 cs 网 的 序列 空间 . 


证 明 . 由 定理 2.5.10, 引 理 1.4.3 和 引 理 1.4.2 可 得 到 (1). 由 3 


) 空间 X 是 度量 空间 的 紧 履 盖 , 序列 覆盖 的 商 s 映 象 当 且 仅 当 和 X 是 具有 点 可 


理 2.1.6 和 引 理 2.1.4， 具 有 点 可 


数 cs 网 的 序列 空间 的 每 一 紧 子 集 是 可 度量 的 ， 所 以 由 推论 2.5.9,， 引 理 1.4.3 和 引 理 1.4.2 可 得 到 (2). 


从 例 2.5.2 知 ， 具 有 点 可 数 cs* 网 的 序列 空间 严格 地 弱 于 具有 点 可 数 cfp 网 的 k 空 间 . 于 是 , 具 
有 点 可 数 的 cfp 网 的 k 空间 就 是 度量 空间 的 紧 履 盖 的 商 s 映 象 的 实质 的 内 在 特征 ， 而 类 “共有 点 可 


数 cs 网 的 序列 空间 ”是 含有 度量 空间 的 紧 履 盖 的 商 s 映 象 的 较 好 的 空间 类 . 
问题 2.5.12 (1) 具有 紧 可 数 cs* 网 的 序列 空间 是 否 具 有 点 可 数 的 cfp 网 ? 


(2) 是 否 存 在 具有 点 可 数 cs* 网 的 正则 空间 X 使 得 X 不 具有 点 可 数 的 cfp 网 ? 


本 章 主要 介绍 点 可 数 履 盖 与 度量 空间 s 映 象 之 间 的 关系 , 最 重要 的 技巧 是 利用 Ponomarev 系 . 


现 将 点 可 数 履 盖 与 序列 覆盖 s 映射 的 一 些 主 要 关系 总 结 如 下 . 


定理 2.5.13 设 必 是 空间 XX 的 点 可 数 网 , (f, M, X, PP) 为 Ponomarev 系 , 则 f 是 s 映射 . 


的 cs* 网 ， 则 了 f 是 伪 序 列 覆盖 映射 和 序列 商 映 射 引 理 1.3.8). 
的 cs 网 ， 
的 sn 网 ， 
的 so 网 ， 
的 cfp 网 , 则 上 是 基 履 盖 上 映射 C 引 理 2.5.7). 国 


则 上 是 序列 覆盖 映射 (定理 2.4.3). 


则 f 是 1 序列 覆盖 映射 (定理 2.4.6). 


则 f 是 2 序列 覆盖 映射 (定理 2.4.9). 
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3.3 点 正则 覆盖 

定理 2.4.6, 定理 2.4.11, 定理 3.1.7 和 定理 3.2.8 可 见 , sn 网 是 描述 度量 空间 的 1 序列 覆盖 
映 象 的 恰当 的 集 族 性 质 , 它 的 优点 在 于 利用 我 们 熟知 的 收敛 序列 和 网 来 刻画 空间 的 拓扑 与 处 理 
集 族 问 题 . 一 些 与 弱 基 相关 的 问题 可 转化 为 与 sn 网 相关 的 问题 来 讨论 并 且 降 低空 间 对 弱 第 一 可 
数 性 的 要 求 , 如 Hoshina[1970] 关 于 具有 点 可 数 弱 基 的 空间 的 映射 刻画 问题 就 是 在 首先 获得 了 具 
有 点 可 数 sn 网 空间 的 映射 刻画 的 情况 下 得 到 解决 的 (定理 2.4.6). 同时 ， 它 也 启发 林 寿 [1996c] 提 出 
1 序列 覆盖 映射 的 概念 . 另 一 方面 ,一些 关于 基 或 弱 基 的 结果 可 以 利用 sn 网 给 出 更 丰富 的 信息 ， 
相关 的 结果 可 见 葛 英 [2000]; 李 进 金 [2000a]; 李 克 典 [1998]; 林 寿 [1996c，1997a]; 林 寿 ， 燕 鹏 飞 


[2001a, 2001b]. 先 引入 几 个 概念 . 


定义 3.3.1(Alexandrofff1960]) 设 姑 是 空间 X 的 履 盖 . 


(D 人 称 为 X 的 点 正则 覆盖 , 若 xe Ue 7+, 则 {Pe (2 ，:PCU} 是 有 限 的 . 


(2) P 称 为 X 的 一 至 覆盖, 若 xEX, 如 果 允 是 ( 妃 ,的 可 数 无 限 子 集 , 则 PP "是 x 在 X 中 的 网 . 


(3) 姑 称 为 和 的 正则 歼 盖 , 若 xseUeszr， 则 存在 x 在 X 中 的 开 邻 域 V 使 得 {Pe (P)、:PCU)} 


是 有 限 的 . 
显然 ,空间 X 的 正则 履 盖 是 点 正则 覆盖 , X 的 点 正则 覆盖 (一 致 覆盖 ) 的 子 履 盖 仍 是 X 的 点 正 
则 覆盖 (一 臻 覆盖). 

从 $3.2 知 点 有 限 覆 盖 列 的 点 星 网 刻画 了 度量 空间 的 确定 商 紧 映 象 . Arhangelskii[1962] 证 明 
了 具有 一 致 基 的 空间 等 价 于 度量 空间 的 开 紧 映 象 . IKeda， 刘 川 和 Tanaka[2002] 也 证 明了 空间 XX 是 
度量 空间 的 序列 覆盖 的 商 紧 映 象 当 且 仅 当 X 具有 点 正则 弱 基 . 这 些 结果 不 仅仅 反映 了 点 有 限 的 
点 星 网 ， 点 正则 覆盖 ,一 致 覆盖 与 度量 空间 的 紧 映 象 之 间 的 联系 , 而 且 也 从 男 一 角度 说 明了 点 星 
网 与 点 正则 覆盖 之 间 的 必然 联系 , 激发 了 人 们 发 现 它 们 之 间 进 一 步 关 系 的 兴趣 . 如 Ikeda, 刘 川 
和 Tanaka[2002] 提 出 了 下 述 问题 . 

问题 3.3.2 (1) 借助 度量 空间 的 好 的 映 象 刻画 具有 点 正则 cs 网 的 序列 空间 . 

(2) 借助 度量 空间 的 好 的 映 象 刻画 具有 点 正则 cs* 网 的 序列 空间 . 

本 节 的 主要 内 容 是 利用 sn 网 刻画 度量 空间 的 序列 覆盖 的 紧 映 象 和 可 分 度量 空间 的 紧 覆 盖 的 
紧 映 象 . 由 此 可 获得 问题 3.3.2(1) 的 肯定 回答 . 

下 面 几 个 引 理 建立 了 点 正则 覆盖 、 一 致 覆盖 、 点 星 网 之 间 的 初步 联系 . 

引 理 3.3.3 ”对 于 空间 X 的 覆盖 PP, 下 述 条 件 相互 等 价 : 


卫 
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(1) 必 是 X 的 一 致 覆盖 . 


(2) 对 于 每 一 xEX， 若 <P ,> 是 (加 , 的 无 限 子 集 且 U 是 x 在 X 中 的 序列 邻 域 ,那么 存在 meN 


使 得 当 n>m 时 有 了 ，C U. 


(3) 必 是 o XX 的 点 正则 有 履 盖 . 


(4) 姑 是 X 的 点 正则 履 善 . 


证 明 . 只 须 证 (之 0) 之 (G3)， 而 G9) 之 (入 之 (是 显然 的 . 


设 刀 是 空间 X 的 一 致 覆盖 , xeX, <P ,> 是 (P)， 的 无 限 子 集 并且 U 是 x 在 X 中 的 序列 邻 域 


若 不 存在 meN 使 得 当 n>m 时 有 P， 二 U, 则 存在 <P ,> 的 无 限 子 集 <P ，> 使 得 每 一 P。ZU. 对 


n 


于 每 一 keN, 取 xkeP。 AN\U, 由 于 <P。> 的 任何 无 限 子 集 都 是 x 在 X 中 的 网 于 是 序列 {xx } 


收敛 于 xeU, 矛盾 . 所 以 (之 02) 成 立 . 设 必 满足 (2), 并 且 U 是 x 在 oX 中 的 开 令 域 , 那么 U 是 


X 的 序列 开 集 , 于 是 {Pe( 妃 ，、: P CU} 是 有 限 集 , 从 而 玫 是 o XX 的 点 正则 和 覆盖 .因此 (2) 过 (3) 成 
v. 


引 理 3.3.4 空间 X 的 点 有 限 加 细 的 点 星 网 的 并 是 X 的 一 致 覆 盖 . 


证 明 . 设 亿 ,} 是 空间 X 的 点 有 限 加 细 的 点 星 网 , 让 P=U ，N P，. 对 于 每 一 xeX, 若 <P > 


是 (PD , 的 无 限 子 集 , 则 对 于 ke N, 存在 P。 < PR， 使 得 my <mui 且 nk <nxn. 那么 P。 > 是 x 


在 广 中 的 网 从 而 <P, > 是 x 在 X 中 的 网 , 故 必 是 X 的 一 致 覆盖 . 国 


设 {P, } 是 空间 X 的 集 族 列 , 车 UU,_, P, 是 XX 的 cs 网 (或 sn 网 , so 网 , 弱 基 )， 则 称 {P, } 是 X 


的 cs 网 (或 sn 网 , so 网 ， 弱 基 ). 
引 理 3.3.5 ”对 于 空间 X, 下 述 条 件 相 互 等 价 : 
(1) XX 其 有 点 有 限 cs 覆盖 Sn 履 盖 , so 覆盖 , g 覆盖 ) 的 点 星 网 . 
(2)X 具有 构成 cs 网 (sn 网 , so 网 弱 基 ) 的 点 有 限 加 细 的 点 星 网 . 
(3)X 有 具有 点 有 限 加 细 的 cs 履 盖 (sn 履 盖 , so 履 善 , g 覆盖 ) 的 点 星 网 . 


证 明 . 仅 证 cs 履 盖 的 情形 , 其 余 情形 是 类 似 的 . 设 {P, } 是 空间 X 的 点 有 限 cs 覆盖 的 点 星 网 . 


对 于 每 一 ne N, 令 F ,=Ai。 Pi , 那么 1F, } 是 X 的 点 有 限 加 细 的 cs 覆盖 的 点 星 网 因而 () 之 (3) 


成 立 . 由 于 cs 覆盖 的 点 星 网 是 cs 网 , 所 以 (3) 坊 (2) 成 立 . 设 {P, } 既 是 和 的 cs 网 又 是 X 的 点 有 限 
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加 细 的 点 星 网 . 对 于 每 一 me N, 若 X 中 的 序列 {x,，} 收 敛 于 x 不 妨 设 所 有 的 x ,xx 记 


{Pe (P,)， :nsm} \{{x}}={P， :j<k}. 对 于 每 一 j<k, 取 p ;EeP;\ {x}, 则 存在 isN 和 PePi 


使 得 {x, } 是 终于 P 的 且 PCXAN{pi : j<k}, 这 时 i>m， 从 而 存在 Qe P, 使 得 PC Q, 于 是 {x,】 


是 终于 Q 的. 因此 ,P, 是 X 的 cs 覆盖 ,所 以 2) 之 (成 世 . 国 


对 于 空间 X， 记 S(X)={xeX: {x} 是 XX 的 序列 开 集 }, S(X)={{x} :xeS(X)}. 显然 , {x} 是 X 的 
序列 开 集 当 且 仅 当 X 中 不 存在 非 平 几 的 序列 收敛 于 x. 
引 理 3.3.6 空间 X 的 点 正则 csx 网 是 X 的 点 可 数 加 细 的 cs* 覆 盖 的 点 星 网 . 


证 明 . 设 姑 是 空间 X 的 点 正则 cs* 网 . 由 引 理 3.3.3, S(X) CF. 


(6.1) 史 是 点 可 数 的 . 


若 存 在 xeX 使 得 (DP) , 是 不 可 数 的 ， 由 于 允 的 点 正则 性 知 对 于 y 冯 x, {Pe(P)、: yeP} 是 有 


限 集 ， 于 是 存在 (P) , 的 无 限 子 集 <P , >, x, EP，\ {Xx} 和 ke NN 使 得 每 一 x, 恰 属于 ( 尹 的 个 元 ， 


即 ord(x ,，(P) ,)=k. 由 引 理 3.3.3, 序列 {x, } 收 敛 于 x. 再 由 是 X 的 cs* 网 , 存在 (PD) , 的 子 集 


<Fi> 和 {x。} 的 子 序列 {x。} 使 得 对 于 每 一 ieN 有 {x。: j>ij CF; CX\{x。 : j<ij， 那么 


ord(x，, (P), ) >i, 矛盾 ,因而 允 是 点 可 数 的 . 


置 P”"={HeP: 若 HCPeP, 则 P=H}.P =(P\P” )U SCX). 


(6.2) 对 于 每 一 Pe 妃 存在 HeP"” 使 得 PCH. 


若 不 然 , 则 存在 允 的 无 限 子 集 <P, > 使 得 PCP, CP,，, 且 P, zzP,，, 于 是 存在 xzy 使 得 {x， 


y} CP。,, 这 与 必 的 点 正则 性 相 了 矛盾 . 
(6.3) PP "是 久 的 点 正则 cs* 网 . 


设 xeUeT7 且 XX 中 的 序列 {x; } 收 敛 于 点 x, 不 妨 设 xgS(X), 由 于 必 是 X 的 cs* 网 , 存在 必 


中 互 不 相同 的 元 Cj,C, 和 C 使 得 xeC= CC CCIUC CU 且 C 含有 序列 {x,} 的 子 序列 ， 


于 是 CeP’, 所 以 PP' 是 义 的 cs* 网 , 从 而 它 是 X 的 点 正则 cs* 网 . 


令 Pi=Pn ,Pi=[PA Ui Pi)Y SO) ™, neN. 


(6.4) 刀 是 X 的 点 可 数 加 细 的 cs* 有 覆盖 的 点 星 网 . 
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由 (6.0 和 (6.2)，{P, } 是 X 的 点 可 数 加 细 的 cs* 覆 盖 ， 并 是 
P,e(P,),， 若 xeS(X)， 则 存在 me NN 使 


<P ,> 的 各 项 是 两 两 互 不 相同 的 ,| 


网 . 国 


引 理 3.3.7 序列 肩 $S, 不 


证 明 . 记 序 列 扇 S ,为 {xo}U(U ,nT,) 


引 | 


3.3.3 知 <P, > 是 x 在 X 中 的 网 . 


有 一致 cs* 网 . 


得 P ,={x}, 于 是 <P ,> 是 x 在 X 中 的 网 ; 若 x 和 SCX)， 则 


因此 ，{P, } 是 X 的 点 星 


网 , 对 于 每 一 neN, 存在 x, eT,\ {x6} 和 P,e 了 P 使 得 {x0, x,}CP, CS, \{x; 


| Un P,. 对 于 每 一 xeX， 及 


其 中 每 一 T, 作为 序列 收敛 于 xo. 若 丸 是 S。 的 cs 


: kn}, 于 是 


<P ,> 的 各 项 是 两 两 互 不 相同 的 且 xo。eP ,ZX\<xi>. 然而 <xi > 是 X 的 闭 子 集 , 所 以 P 不 是 


S, 的 一 致 覆盖 . 故 $ 不 具有 一 致 cs* 网 . 国 


丁 的 第 一 个 主要 结果 是 


定理 3.3.8( 林 寿 ， 燕 鹏 飞 [2001b]) 对 于 空间 X， 下 述 条 件 相 互 等 价 : 


(1) XX 是 度量 空间 的 1 序列 覆盖 的 紧 映 象 . 

(2) XX 是 度量 空间 的 序列 覆盖 的 紧 映 象 . 

(3)X 具有 点 正则 cs 网 . 

(和 具有 点 正则 sn 网 . 

(5) X 具有 一 致 cs 网 . 

(6)X 具有 一 致 sn 网 . 

(7)X 具有 点 有 限 cs 履 盖 的 点 星 网 . 

(8)X 具有 点 有 限 sn 履 盖 的 点 星 网 . 

证 明 由 定理 3.2.8， 引 理 334 ， 引 理 335 和 引 理 3.3.3 知 
(全 0 全 四 全 (全 (全 (之 0G) 全 0G), 所 以 只 须 证 (3) 之 4)S (8). 

(3) 之 (4). 设 必 是 空间 X 的 点 正则 cs 网 . 由 引 理 3.3.3 和 引 理 3.3.6 知 SCX)CP 且 了 必 是 点 可 


数 的 . 设 CX 中 
{Pe ( 妃 、: {x } 是 终于 P 的 } 是 可 


F, CU, 故 PP 是 GX 的 cs 网 . 由 引 理 3.3.7，aX 不 含有 闭 子 空间 同 胚 于 S$。. 再 


数 无 限 集 ， 记 它 为 <F , >， 由 引 理 3.3.3 灸 


的 序列 {x, } 收 化 于 xeUe 7(a X), 不 妨 设 所 有 的 x, 夫 x, 由 于 的 点 可 数 性 ， 


[存在 ne N 使 得 


三 
[ 
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扒 


E 论 2.1.12, 存 


(4) 沪 (8). 设 忆 是 空间 XX 的 点 正则 sn 网 . 


对 于 每 一 PeP， {HeP:P CH} 是 有 限 引 


7 


(8.1) 必 有 性 质 (F). 


x, EP, \P, 由 3 


(8.2) P” 是 X 的 点 有 限 履 盖 . 


对 于 PeP， 


(P”) , 是 无 限 集 ， 


记 它 为 <H >. 


n 


PCHi, 于 是 对 于 每 


(8.3) 必 "是 义 的 点 正则 sn 网 . 


设 xeUerTt 


理 3.3.3, 序列 {x， } 收 敛 于 x, 矛盾 . 


盾 . 从 而 (P”) ,是 有 限 集 , 故 P” 是 X 的 点 有 限 履 盖 . 


在 必 的 有 限 交 的 某 子 族 必 ' 是 义 的 sn 网 ,从 而 避 * 是 X 的 点 正则 sn 网 . 
由 引 理 3.3.6, 必 是 点 可 数 的 . 称 必 具有 性 质 (F)， 阁 


若 不 然 , 存在 PN\ {P} 的 无 限 子 集 <P, > 使 得 每 一 PCP,. 取 xeP 使 得 P 是 x 的 序列 邻 域 让 


置 P"={fHeEP: 和 若 HCPeP, 则 P=H},P ':=(P\P™)US(X). 


由 性 质 (F)， 存 在 HeP” 使 得 PCH, 从 而 Pm 是 X 的 履 盖 . 对 于 xeX, 如 果 


于 刀 是 X 的 Sn 网 ,存在 x 在 X 中 的 序列 邻 域 Pe 不 妨 设 


neN, 存在 x,eH,,, \ Hi, 那么 序列 {x, } 收 敛 于 x 有 晶 <x, > 入 P= 作 , 矛 


， 不妨 设 xgS(X)， 由 引 理 3.3.3, 存在 x 在 X 中 的 序列 邻 域 V, WeP 和 yeV\ 


{XxX} 使 得 WcV\t{y}cVy CU, 于 是 WeP’, 所 以 PP' 是 义 的 sn 网 ， 从 而 它 是 XX 的 点 正则 sn 网 . 


令 P =PTm ,P =[IDAN UPi)wvSCOIm ,neN. 


(8.4)X 具有) 


由 (8.1), (8.2) 和 引 理 3.3.6 的 (6.4) 知 , Un P， 


点 有 限 sn 履 盖 的 点 星 网 . 


由 定理 3.3.8 


， 推 论 3.2.9 和 引 到 


理 3.3.3,X 具有 点 有 限 sn 覆盖 的 点 星 网 . 是 


1.4.6, 我 们 得 到 下 述 度量 空间 的 序列 履 盖 的 商 紧 映 象 的 特征 . 


{P, } 和 是 X 的 点 有 限 加 细 的 点 星 网 . 由 引 


推论 3.3.9 ”对 于 空间 X, 下 述 条 件 相 互 等 价 : 


(1) X 是 度量 空间 的 紧 覆 盖 , 1 序列 覆盖 的 商 紧 映 象 . 


(2D)X 是 / 


(3) X 其 


里 


AAA 


间 的 序列 覆盖 的 商 紧 映 象 . 


个 
正则 弱 基 . 


有 
(4)X 具有 
有 


(95) X 其 


致 弱 基 . 


点 有 限 g 覆盖 的 点 星 网 . 
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(6) XX 是 具有 点 正则 cs 


序列 覆盖 的 紧 映 象 的 特征 . 


若 将 定理 3.3.8 证 明 中 的 “序列 邻 域 " 换 为 “序列 开 集 ”应 


网 的 序列 空间 .和 


类 似 的 方法 可 获得 度量 空间 的 2 


SS 


定理 3.3.10( 林 寿 ， 燕 鹏 飞 [2001b]) 对 于 空间 X, 下 述 条 件 相互 等 价 : 


(DX 是 度量 空间 的 2 序列 覆盖 的 紧 映 象 . 


(2)X 具有 点 正则 so 网 . 


(3) X 具有 一 致 so 网 . 


(4)X 具有 点 有 限 so 覆盖 的 点 星 网 . 国 


由 定理 2.4.5， 我 们 可 获得 如 下 具有 一 致 基 空 间 的 经 典 的 映射 定理 . 


推论 3.3.11(Arhangel'skii[1962]) 空间 X 是 度量 空间 的 开 紧 映 象 当 且 仅 当 X 具 有 一 致 基 . 国 
下 面 讨 论 具 有 点 正则 cs* 网 空间 的 部 分 结果 . 由 定理 3.2.2， 引 理 3.3.4 和 引 理 3.3.3 知 , 度量 


空间 的 子 序列 覆盖 紧 映 象 具 有 点 正则 cs* 网 . 我 们 先 继续 8 3.1， 讨论 度量 空间 的 s，Z 映 象 的 相关 


gE 
结果 . 


定理 3.3.12 ”空间 X 是 度量 空间 的 伪 序 列 覆 盖 ( 序 列 商 ， 子 序列 覆盖 ) 的 sS， 元 映 象 当 且 仅 当 X 


具有 点 可 数 cs* 履 盖 的 点 星 网 . 


证 明 . 让 fM 一 X 是 子 序列 覆盖 的 s 元 映射 , 其 中 (M, 四 是 度量 空间 . 对 于 每 一 ie N, 设 S， 


是 {B(z, 1 : ze M} 的 局 部 有 限 开 加 细 , 让 P,=f(2B,)， 由 定理 3.1.6 所 证 , {P,} 是 XX 的 点 可 数 cs* 


覆盖 的 点 星 网 . 


反之 , 设 {P,} 是 空间 XX 的 点 可 数 cs* 覆 盖 的 点 星 网 . 对 于 每 一 ieN, 记 P,={P。: a eA}. 


让 (f, M, X, P,) 为 Ponomarev 系 , 由 引 理 3.1.5 和 定理 3.1.6, f:M ->X 是 序列 商 的 zx 映射 对 于 每 


一 xeX， 由 引 理 3.1.5 关于 紧 映 射 的 论证 知 f(x)=TI,_y {Qe A ，: xeP，}, 于 是 f 是 s 映射 


往 证 f 是 伪 序 列 覆 盖 映 射 


对 于 每 一 xeXX 及 X 中 收敛 于 x 的 序列 {x , }， 记 K=[x , ]. 对 于 每 一 ieN， 由 于 Pp, 是 X 的 点 


可 数 的 cs* 和 覆盖， 由 引 理 1 


选取 PP, 的 有 限 子 集 G ,使 


得 DP,"={P,。: Q el,}. 


3.7 中 (7.0) 的 证 明 , 存在 (P,) ,的 有 限 子 集 了, 使 得 (x, } 是 终于 F 的 . 


得 KN UF, CCGi. 令 Pi =FiUGi， 则 存在 A ,的 有 限 子 集 ,使 
对 于 每 一 eT,, 取 
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KmP， xeP, 
“ |1KAuvE)mP ,xxeP 


则 {KK。: wesA,;} 和 是 由 开 的 紧 子 集 组 成 的 有 限 履 盖 ， 于 是 Pp, "是 K 的 cfp 覆盖 . 置 


L={(Q)e TlicwTDD :站 evK。 关 好 } 由 定理 3.2.2 所 证 ,L 是 M 的 紧 子 集 且 fKD=K. 故 f 是 伪 序 


列 覆 盖 映 射 . 目 
由 引 理 3.3.6， 引 理 1.4.2, 推论 3.1.10 和 推论 2.1.7, 我 们 有 


推论 3.3.13(keda， 刘 川 , Tanaka[2002]) ” 设 空 间 X 具 有 点 正则 cs* 网 ， 则 


(1) X 是 度量 空间 的 伪 序 列 履 盖 的 s，Z 映 象 . 


(2) 若 X 是 序列 空间 , 则 X 是 度量 空间 的 商 , s， 元 映 象 . 


(3) 若 X 是 Frechet 空间 , 则 X 是 具有 点 可 数 基 的 可 展 空 间 . 


证 明 . 上 只 须 证 明 (3) 成 立 ， 而 这 又 只 须 证 明 具 有 点 可 数 基 的 半 度 量 空间 是 可 展 空 间 . 


设 U 是 半 度 量 空 间 (X, d) 的 点 可 数 基 . 将 X 的 点 恨 序 化 , 以 < 表示 其 良 序 . 对 于 每 一 nEN， 


FS 


XEX, 


(W) ,={U , (%) :ne N},V, (Xx)=intB(x, 1/n), 
h(n, x)=U, (x)MN V, (Xx), pln, x)=min{y EX :x eh(n, y)}, 
g(n, Xx)=V, MM {h(i, pli, x) : ign NN{U opG x) :jn,i<n, xe U (pi, x))}), 


G,={g(n, Xx) :XEX}. 


则 {G, } 是 X 的 展开 , 所 以 X 是 可 展 空 间 . 国 


类 似 定理 3.1.7 和 定理 3.1.6 的 证 明 , 我 们 有 
推论 3.3.14 对 于 空间 X， 下 述 条 件 相互 等 价 : 


(1) X 是 度量 空间 的 1 序列 覆盖 的 s，Z 上 映 象 . 


量 空间 的 序列 履 盖 的 s，X 映 象 . 


(2D)X 是 / 


EE 
(3)X 具有 点 可 数 cs 覆盖 的 点 星 网 . 


(4)X 具有 点 可 数 sn 覆盖 的 点 星 网 . 国 


推论 3.3.15 ”空间 X 是 度量 空间 的 2 序列 覆盖 的 sS 元 映 象 当 且 仅 当 X 具有 点 可 数 so 履 盖 的 


点 星 网 . 目 
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引 理 3.3.16 ”Arens 空间 S$, 不 具有 正则 cs* 网 . 


证 明 . 记 Arens 空间 S,={x6 }J {x,,，:neN,me 0@}, 其 中 序列 {x,, } 收 但 于 xu， 并 且 对 于 


nm 


每 一 ne N, 序列 {x ,, } ,收敛 于 x,o. 设 妖 是 S, 的 cs* 网 由 于 对 于 每 一 neN, {x,,， :mew)} 


是 S, 的 开 子 集 , 于 是 存在 P, ePP 和 m,, eN 使 得 {x,o,x ,，} CP, 且 这 些 P, 是 两 两 互 不 相同 的 . 


n 


令 U=S$ (xm : neN}, 那么 口 是 xo 的 开 邻 域 . 对 于 xo 在 S, 中 的 任 一 开 邻 域 V, 存在 ke N 


使 得 当 n>k 时 有 x ,oseV, 于 是 P, 入 V:# 上 个 且 P, IKU. 所 以 P 不 是 X 的 正则 覆盖, 故 S ,不 具有 


正则 cs* 网 . 国 

Sakai, Tamano 和 Yajima[1998] 证 明了 具有 正则 kk 网 的 正则 的 Fréchet 空间 是 可 度量 空间 . 它 
的 更 一 般 形 式 是 

定理 3.3.17 具有 正则 网 的 正则 的 k 空间 是 可 度量 空间 . 

证 明 . 设 义 是 具有 正则 kk 网 的 正则 的 k 空间. 由 于 XX 是 正则 空间 , 设 X 具有 正则 的 闭 k 网 


引 理 3.3.6, 引 理 3.3.16 和 推论 2.1.11, X 是 Fréchet 空间 . 再 由 推论 


P. 于 是 了 必 是 X 的 cs* 网 . 


3.3.13, 我 们 只 须 证 明 X 是 集 态 正规 空间 . 对 于 xeUeT(X), 让 Gi] (x, U)=int(U {Pe7P: 


xePCU}), 则 G(x, 如 是 x 在 X 中 的 开 邻 域 . 事实 上 , 车 xgG1(x, U), 则 存在 UN UV {PeP: 


xEP CU} 中 的 序列 {x } 收 化 于 x. 因为 P 是 X 的 k 网, 存在 Pl eP 使 得 xePl CU 且 P| 含 有 序 


列 {x, } 的 无 限 项 ,这 与 序列 {x, } 的 选取 相 矛 盾 . 其 次 , 令 PP "=( 力 ww . 若 zeX\ UP ', 那么 


ze U, 于 是 存在 z 在 X 中 的 开 邻 域 V 使 得 V 仪 与 "中 的 有 限 个 元 相交 ,而 人 "的 元 是 X 的 闭 子 


中 


A 


从 而 存在 z 在 XX 中 的 开 邻 域 W 使 得 WA (JP ')= 人 , 因此 UP ' 是 XX 的 闭 子 集 . 让 G，Gx， 


U)=X\ UU {PeP ':xgP}, 那么 G ,也 是 x 在 X 中 的 开 令 域 让 Gx, U)=G 1 (x, U) 丫 G,(x,U). 则 


对 应 G: XXT(X) 一 TT (X) 满 足 定义 1.2.9(4) 的 条 件 (4.1) 和 (4.2). 对 于 X 中 不 同 的 点 x, y,， 选取 


ze Gi(x, X\{y}), 那么 存在 P，e 允 使 得 {x, z} CP, CX\{y}, 因此 zeP, CX\G,(y, X、\ 


{Xx})))， 从 而 G(x, X、\ {yD 中 GGy,XX、\{x))= 儿 ,所 以 G 还 满足 定义 1.2.9(4) 的 条 件 (4.3). 故 X 是 单 


调 正规 空间 , 于 是 X 是 集 态 正规 空间 ， 所 以 X 是 可 度量 空间 . 国 
例 3.3.18 (1) 局 部 紧 度 量 空 间 的 紧 履 盖 ， 商 紧 映 象 为 度量 空间 的 序列 覆盖 元 映 象 ,度量 空 
间 的 序列 覆盖 s 映 象 . 
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如 例 1.5.6 中 的 空间 X. X 是 局 部 紧 度 量 空间 的 紧 覆 盖 的 商 有 限 到 一 映 象 . 由 于 X 含有 例 
3.1.13(2) 中 的 非 Cauchy 空间 作为 团子 空间, 所 以 X 不 是 Cauchy 空间 . 由 推论 3.1.11, X 不 是 度量 


空间 的 序列 覆盖 zx 映 象 . 由 于 义 不 具 有 点 可 数 cs 网 ， 所 以 X 不 是 度量 空间 的 序列 覆盖 s 映 象 . 


(2) 具有 正则 cs 网 的 正则 的 k 空间 为 序列 空间 ; 如 极 大 紧 化 EN. 国 


问题 3.3.19(Tanaka， 周 浩 旋 [1985/86])”( 局 部 紧 ) 度 量 空间 的 商 紧 映 象 是 否 具 有 点 G ;性质 ? 


四 


问题 3.3.20 (1) 度量 空间 的 伪 序 列 履 盖 的 s，Z 映 象 是 否 具有 点 正则 cs* 网 ? 
(2) 具有 点 正则 cs* 网 的 空间 是 否 是 度量 空间 的 伪 序 列 履 盖 紧 映 象 ? 


3.4 ”序列 覆盖 映射 与 1 序列 覆盖 映射 
从 定理 3.1.7, 定理 3.2.8, 定理 3.3.8 和 推论 3.3.14 可 见 1 序列 覆盖 映射 的 独特 性 质 及 它 与 序 
列 履 盖 映 射 的 联系 . 本 节 继 续 探 讨 1 序列 覆盖 映射 的 性 质 . 主要 内 容 由 两 部 分 组 成 , 一 是 讨论 怎 
样 的 序列 覆盖 映射 是 1 序列 履 盖 映射 ， 二 是 以 几 个 例子 说 明 几 类 序列 覆盖 映射 之 间 的 不 更 含 ; 
本 节 的 第 一 部 分 讨论 怎样 的 序列 覆盖 映射 是 1 序列 覆盖 映射 . 这 也 涉及 林 寿 , 燕 鹏 飞 [2001a] 
提出 的 下 述 问 题 . 


问题 3.4.1 具有 可 数 cs 网 的 Fréchet 空间 是 否 是 可 分 度量 空间 的 序列 覆盖 的 闭 映 象 ? 


特别 地 , 序列 扇 S。 既是 可 分 度量 空间 的 序列 覆盖 映 象 ， 又 是 可 分 度量 空间 的 闭 映 象 ， 那么 


S 是否 是 可 分 度量 空间 的 序列 覆盖 的 闭 映 象 ? 定理 3.3.8 暗示 我 们 可 以 从 考虑 度量 空间 的 序列 


履 盖 的 紧 觅 射 是 否 是 1 序列 覆盖 映射 入 手 . 


定理 3.4.2( 林 寿 ， 燕 鹏 飞 [2001a]) 设 fX->Y 是 序列 覆盖 的 紧 映 射 ., 如 果 X 是 度量 空间 ， 则 
f 是 1 序列 覆盖 映射 . 


证 明 . 因为 X 是 度量 空间 ， 由 定理 1.3.1, 存在 XX 的 局 部 有 限 的 开 履 盖 列 {2B, } 满 足 


(2.1) 每 一 名, 星 加 细 多， . 


(2.2) {2B, } 是 X 的 展开 . 


对 于 每 一 ne N, 置 P, =f(2B,)， 因为 f 是 序列 覆盖 的 紧 映 射 ,PP, 是 Y 的 点 有 限 cs 覆盖 . 由 引 


Ne 


里 3.2.1 的 (2) 党 (1) 知 DP, 的 某 子 集 是 X 的 sn 覆盖 . 于 是 
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(2.3) 对 于 每 一 ze Y, 存在 P,eP ,使 得 P, 是 z 在 Y 中 的 序列 邻 域 . 


对 于 每 一 yoe Y, 置 U,={xeX: 对 于 每 一 Be(2B, ),, f(B) 不 是 y0 在 Y 中 的 序列 邻 域 }. 则 


(2.4) 如 果 xeU,, 则 M(B,,)、 CU,. 


若 不 然 , 存在 点 pe 个 (B11) NU wy， 由 Ui 的 定义 ,对 于 某 一 Be (2B,w ),,f(B) 是 yo 在 


Y 中 的 序列 邻 域 . 取 某 一 Bl e (3B, )、, 则 pe BB1, 于 是 由 (2.1) 对 于 某 一 B, eB, 有 


BUB, CB,, 因此 B, e(2,), 是 f(B,) 是 yo 在 Y 中 的 序列 邻 域 , 故 xg U,, 矛盾. 


(QD yO)FU ,nwU,. 


若 不 然 ， f (yo0)Cc UW ayy (2.4), 对 于 每 一 n E 和 N， U ， 二 { (1 ) 


n 


EU EU 


因为 全 (yo) 是 X 的 紧 子 集 且 人 (8 ), 是 X 的 开 子 集 , 存在 meN 有 f 1(yo)cU,， 由 (2.3), 存 


在 Be2B, 使 得 f(B) 是 y, 在 Y 中 的 序列 邻 域 , 于 是 名 zf"(y,) 个 BcX\U,，, 矛盾 . 


现在 , 固定 点 xu sf (y0)\U,_vU，,， 那么 


(2.6) 如 果 在 Y 中 的 序列 {y; } 收 敛 于 yo,， 则 存在 X 中 收敛 于 x 6 的 序列 {x ,;} 使 得 每 一 


xi ef (y,). 


对 于 每 一 neN， 由 于 xog U,, 存在 B,e (8B,)， 使 得 f(B,) 是 yo 在 Y 中 的 序列 邻 域 , 于 是 


<st(xo，B, )> 是 x 在 久 中 递减 的 局 部 基 , 且 每 一 f(st(x6， 至, ) 是 yo 在 Y 中 的 序列 邻 域 ,由 引 理 


2.4.5， 存 在 和 中 收敛 于 x ,的 序列 {x, } 使 得 每 一 x, ef 7 (y,). 


总 之 ,f 是 1 序列 覆盖 映射 . 国 

问题 3.4.3 ”度量 空间 上 的 序列 覆盖 的 元 映射 是 否 是 1 序列 覆盖 映射 ? 

下 面 讨论 序列 覆盖 闭 映 射 的 情形 . 对 于 问题 3.4.1 的 探讨 产生 了 度量 空间 的 一 个 出 乎 意料 的 
映射 定理 , 它 也 说 明 问 题 3.4.1 的 回答 是 否定 的 . 我 们 知道 ， 有 不 少 的 映射 保持 可 度量 性 ,由 定理 
1.3.3 知 ， 完备 映射 或 既 开 且 闭 的 映射 保持 可 度量 性 ，§ 2.4 已 部 分 说 明了 度量 空间 上 的 序列 覆盖 
映射 具有 与 开 映 射 类 似 的 一 些 良 好 性 质 . 下 述 定理 再 一 次 说 明了 序列 覆盖 映射 与 开 映 射 的 类 似 
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性 质 . 
定理 3.4.4( 燕 鹏 飞 ， 林 寿 , 江 守 礼 [2000]) 序列 覆盖 的 闭 映 射 保持 可 度量 4 


四 


证 明 . 设 X 是 可 度量 空间 , EX 一 Y 立 是 序列 覆盖 的 闭 映 射 . 由 定理 1.3.3， 为 证 明 Y 是 可 度量 
空间 ， 上 只 须 证 明 Y 是 第 一 可 数 空间 . 由 X 的 可 度量 性 及 定理 1.3.1, 存在 X 的 局 部 有 限 的 开 履 盖 


列 {2B, } 满 足 


(4.1) 每 一 如 ,| 星 加 细 多 ，,. 


(4.2) {2B, } 是 X 的 展开 . 


对 于 每 一 to eY, 若 Y 中 不 存在 非 平凡 的 序列 收敛 于 to， 由 YY 的 Frechet 空 间 性 质 及 引 理 1.4.7， 


to 是 立 的 孤立 点 ， 从 而 它 是 Y 的 第 一 可 数 点 . 现在 设 to 是 Y 中 的 某 一 非 平凡 收敛 序列 的 极限 点 ， 


取 定 立 中 


互 不 相同 点 组 成 的 序列 {t，, } 收 敛 于 to. 对 于 每 一 ne N, 置 P, ={f(B):Be2B, 且 {t,} 


是 终于 fB) 的 }={P。:c Ee 了, }. 由 于 f 是 闭 映射 且 2B, 在 XX 中 是 局 部 有 限 的 , 所 以 PP, 是 Y 的 遗 


传 闭 包 保持 集 族 . 


(4.3) PP, 是 有 限 的 . 


若 ,是 无 限 的 , 则 存在 {t, } 的 子 序列 {t，} 和 PP 的 无 限 子 族 <P ,> 使 得 每 一 t，eP， 由 于 


< 了 ， 


Vv 


是 遗传 闭 包 保持 的 ， 所 以 <t,,， > 在 Y 中 是 离散 的 , 这 一 矛盾 说 明 忆 , 是 有 限 的 . 


(4.4) 存在 Be, 使 得 f(B) 是 to 在 Y 中 的 序列 邻 域 且 对 于 f(B) 中 任 一 收敛 于 t, 的 序列 K, 存 


在 B 中 的 收敛 序列 有 f(L)=K. 


对 于 每 一 eT, ,P。 或 者 不 是 ty 的 序列 邻 域 ， 或 者 是 to 的 序列 邻 域 若 (4.4) 不 成 立 ， 则 存在 


Y 中 的 收敛 于 tu 的 序列 K。 使 得 或 者 KK。\ {to Ps = 名 ,或 者 K。cCP。 且 对 于 多 ,中 任 一 使 


得 f(B)=P 。 的 元 B, B 中 不 存在 收敛 序列 工 , 满足 KL。 )=K, . 令 Kj=(User Ks) <t,>. 由 T， 


的 有 限 性 知 K,; 是 Y 中 收敛 于 tu 的 序列 . 因为 f 是 序列 覆盖 映射 ， 存在 和 中 的 收敛 序列 工 , 使 得 


f(L, )=K,， 从 而 存在 Be2, 使 得 L, 是 终于 B 的 , 于 是 有 Q s 工 使 得 f(B)=P,, 这 时 (K,，、\ 


{to 中 Ps 名 且 存 在 B 中 的 收敛 序列 L 有 fQLL)=K。，, 这 一 矛盾 说 明 (4.4) 成 立 . 
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设 <fB,)> 是 (4.4) 所 获得 的 to 的 序列 邻 域 族 ,因为 了 是 Frechet 空 间 ,， 由 引 理 1.4.7， 每 一 KB ) 


是 tv 在 立 中 的 邻 域 , 而 且 


(4.5) <fB , > 是 to 在 Y 中 的 邻 域 基 . 


因为 序列 {t, } 是 终于 每 一 f(B 4 ) 的 ， 由 (4.4), 存在 序列 {t, } 的 子 序列 {t，} 使 得 每 一 


BiAf 1(t, ) 关 人 2, 取 a ,eB ME"1(t，), 则 由 于 f 是 闭 映 射 知 序列 {a ， } 在 X 中 有 聚 点 , 于 是 


它 存 在 收敛 于 X 中 某 点 4 的 子 序列 {a }, 这 时 a ef (to). 设 V 是 to 在 Y 中 的 邻 域 , 则 f 7(V) 


是 a 在 X 中 的 邻 域 , 由 (4.2), 存在 自然 数 m 使 得 st(a,2,,)cCf"(V). 因为 序列 { a } 收 敛 于 a， 


存在 上 自然数 这 m 和 BieB@,,i 使 得 4a € st(4a, Bi) 是 Bi CBi. 设 a. EB, e(2B,,1)s。， 由 (4.1), 


Bi UB, Cst(a, 2,), 这 说 明 B， cf (V)， 因 此 fB，)CV 故 (4.5) 成 立 . 


由 此 可 见 ,Y 在 to 是 第 一 可 数 的 . 因此 YY 是 第 一 可 数 空间 ， 故 Y 是 可 度量 空间 .上 


S。 是 具有 可 数 cs 网 的 不 可 度量 的 Fréchet 空间 ， 所 以 S ,不 是 度量 空间 的 序列 履 盖 的 闭 映 象 . 


因此 ,问题 3.4.1 的 回答 是 否定 的 . 


上 2 


问题 3.4.5 “序列 覆盖 的 闭 映射 是 否 保持 g 可 度量 空间 ? 
定理 3.4.6( 蒂 鹏 飞 ， 林 寿 , 江 守 礼 [2000]) 设 fX ->Y 是 序列 覆盖 的 闭 映射 ， 如 果 X 是 可 度量 


空间 ， 则 f 是 1 序列 覆盖 映射 . 
证 明 . 对 于 任 一 to sY, 不 妨 设 to 是 Y 中 的 某 一 非 平凡 收敛 序列 的 极限 点 ,， 取 定 Y 中 由 互 不 


因为 X 是 可 度量 空间 ， 由 定理 1.3.1, 存在 X 的 局 部 有 限 的 开 


一 


相同 点 组 成 的 序列 {t， } 收 敛 于 


0°: 


窗 盖 列 {2B, } 满 足 


(6.1) 每 一 如 ,, 星 加 细 如，. 


(6.2) {2B, } 是 X 的 展开 . 


对 于 每 一 ne N, 置 PP, =f(B, ). 如 定理 3.4.4 的 (4.4) 知 


(6.3) 存在 Be, 使 得 f(B) 是 to 在 Y 中 的 序列 邻 域 且 对 于 f(B) 中 任 一 收敛 于 t, 的 序列 K, 存 


可 


在 B 中 的 收敛 序列 工 有 f(D)=K. 
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的 序列 邻 域 }. 由 定理 3.4.2 的 (2.4) 的 


置 U。={psX: 对 于 每 一 Be (8,)，,,f(B) 不 是 to 在 Y 


证 明 有 


(6.4) 如 果 xeU,, 则 M(B ), CU 


于 是 


(6.5) Of (tO)FU, wyU 


否则 ，0f71(t0)CU,_vU，,， 由 (6.4), 对 于 每 一 neN,U, CU{NM(B,4),:xeU,}cU,, 


定理 3.4.4 和 定理 1.3.3,0f (to) 是 XX 的 紧 子 集 , 而 站 (8,,1) ,是 X 的 开 子 集 所 以 对 于 某 一 


meN 有 Bf (to)CU,,， 由 (6.3) 存在 BeB, 使 得 f(B) 是 t, 在 Y 中 的 序列 邻 域 且 存在 keN 和 


B 中 的 收 敏 序列 工 有 fD)=ft，:n>kj. 设 工 在 X 中 收敛 于 上 则 le Of"1(t,)) BcXNU,, 蔬 


盾 . 


现在 , 固定 点 xve 6f” (NU_vU,. 由 定理 3.4.2 的 (2.6) 的 证 明 有 


(6.6) 如 果 在 Y 中 序列 {y, } 收 敛 于 tv, 那么 存在 X 中 收敛 于 xu 的 序列 {x，, } 使 得 


cf (y;). 


这 表明 ,f 是 1 序列 覆盖 映射 . 国 
由 定理 2.4.15, 定理 3.4.6 中 的 1 序列 覆盖 映射 是 几乎 开 映 射 . 

几 类 序列 覆盖 映射 及 相关 的 与 商 映 射 、 开 映射 等 之 间 的 关系 , 尤其 是 度量 空间 上 几 类 序列 用 
盖 映 射 之 间 的 关系 , 已 在 前 儿童 的 不 少 定理 中 大 量 反 映 . 本 节 的 最 后 举 几 个 与 这 些 结果 相关 的 涉 
及 序列 覆盖 映射 的 例子 说 明 一 些 不 列 含 关系 . 

例 3.4.7 (1) 紧 度量 空间 的 完备 映射 未 必 是 序列 覆盖 了 映射 . 


设 X=({0}v{2n:neNhD 昌 (Of{UV2n-1:nesNh,Y=Si.X,Y 都 赋予 实数 的 子 空间 


拓扑 , 则 X 和 Y 都 是 紧 度量 空间 . 让 fX 一 Y 是 显然 映射 , 则 工 是 完备 映射 ， 但 工 不 是 序列 覆盖 
映射 . 
(2) 完备 映射 未 必 是 序列 商 映 射 . 


设 X 是 极 大 紧 化 BN, Y=S,. 定义 fX->Y 使 得 KBNNN=(0} 且 fn=lm, 那么 f 是 完 


映射 ， 但 f 不 是 序列 商 映 射 . 
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(3) 可 分 度量 空间 到 紧 度 


我 们 介绍 Michael[1979] 构 造 的 例子 . 对 于 


间 . 令 X={(x, ye IXI: (x, #0,}, 


xe1l, 取 定 0, 是 {x} xI 


Pp 长 度 为 4 的 开 


量 空 间 上 的 伪 序 列 履 盖 的 商 紧 映射 未 必 是 紧 覆 六 映射 . 


x 


Y=L 则 XX 是 可 分 度 


量 空间 ,YY 是 紧 度 量 空 


间 . 定义 人 X 一 了 


是 从 X 的 点 到 它 的 第 
射 . 


个 坐标 的 投影 映射 ,那么 


(4) 紧 度 量 空间 的 序列 覆盖 闭 映 射 未 必 是 开 映 射 . 


设 X=S, 旬 @({0}uJ {1/2n :ne N}, Y=S .X,Y 都 赋予 实数 的 子 


度量 空间 . 让 fX 一 了 


(5) 度量 空间 的 2 序列 覆盖 映射 未 必 是 


设 Y 是 极 大 紧 化 BN, 空间 X 


恒 等 映射 , 则 f 是 2 序列 履 羡 映射， 但 


f 是 伪 序 列 履 盖 的 商 紧 映射 ， 但 


f 既 不 是 


紧 履 关 映 射 又 不 是 商 映 射 . 


f 不 是 紧 履 盖 映 


则 X 和 YY 都 是 紧 


空间 拓扑 ， 
是 显然 映射 ， 则 f 是 序列 覆盖 的 闭 映射 , 但 f 不 是 开 映 射 . 
紧 履 盖 映 射 或 向 映射 . 
是 集合 


BN 赋予 离散 拓扑 , 则 X 是 度量 空间 . 让 fX 一 Y 是 


(6) 度量 空间 的 1 序列 覆盖 的 商 紧 映 象 未 必 是 度量 空间 的 2 序列 覆盖 映 象 或 度量 空间 的 伪 开 


映 象 . 


设 义 是 例 1.5.1 中 的 Arens 


不 是 sof 可 数 空 
履 盖 映 象 又 不 是 度量 空间 的 伪 


x 间 又 不 是 Fr&chet 5 


(7) 度量 空间 的 序列 覆盖 的 伪 开 


空间 S， 


， 则 XX 是 度量 空 


空间 ， 从 定理 2.4.11, 引 理 
映 象 . 


时 人 


s 映 象 未 必 是 度 


空间 的 1 序列 履 盖 


设 X 是 例 1.5.2 中 的 序列 扇 S 。 


. 由 于 XX 是 


号 晶 全 


理 1.4.2 知 X 是 度 
不 是 度量 空间 的 1 


(8) 可 分 度量 


这 列 覆 放映 象 . 


设 X 是 例 3.1.13(2) 所 构造 的 共有 可 数 弱 基 的 正 


间 的 序列 覆盖 的 伪 开 s 映 象 .| 


有 可 数 cs 网 的 Fréchet 


于 和 X 不 是 snf 可 数 空 


映 象 . 


空间 ， 


间 的 1 序列 覆盖 的 商 紧 映 象 . 由 于 X 既 


E 1.4.3 知 X 既 不 是 度量 空间 的 2 序列 


从 推论 2.4.4 和 引 


间 ， 


度量 空间 的 紧 履 盖 的 商 紧 映 象 . 1 


于 XX 不 是 Cauchy 空 


序列 覆盖 的 紧 映 象 . 


(9) 开 映 射 未 必 是 子 序列 覆盖 映射 . 


设 X={0} UN 2 . 对 于 每 一 n, ieN, 令 Vao，iD={f(n DeN? 
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从 定理 2.4.11 知 X 


空间 的 紧 覆 盖 的 商 紧 映 象 未 必 是 度量 空间 的 序列 覆盖 的 紧 映 象 


则 的 非 Cauchy 空间 . 由 推论 3.2.6 知 X 是 可 
间 ， 从 推论 3.1.11 知 X 不 是 度量 空间 的 
: k>i}. 集合 X 赋予 如 下 拓扑 : 


N 中 


Y=S |. 


的 点 是 X 的 孤立 点 , 点 0 的 邻 域 基 中 的 元 形 如 {0} CU Vi )， 其 中 mi eN. 让 


定义 fx 一 使 得 f(0)=0 且 fm, 让 =1/1m， 则 f 是 开 映 财 , 但 f 不 是 子 序列 履 盖 映射 . 


(10) 度量 空间 上 的 紧 覆 善 映射 未 必 是 商 映 射 . 
如 例 1.5.7, 设 Y=N J {p} 是 Michael 空间 ， 则 YY 的 所 有 紧 子 集 是 有 限 集 且 YY 不 是 k 空间 . 让 


X= 


{Z:Z 是 Y 的 非 空 紧 子 集 }, 则 X 是 度量 空间 . 定义 fX 一 了 是 显然 映射 , 则 f 是 紧 履 盖 映 


射 , 但 f 不 是 商 映 射 . 


(11) 度量 空间 的 序列 商 的 伪 开 映射 未 必 是 伪 序 列 覆 盖 映 射 . 


由 本 


如 例 1.5.3 的 Gillman-Jerison 空 间 Z=yw (N). 定义 gZ 一 S$| 使 得 gw IDANN={0} 且 gm=1lm. 


Ww (ND) 中 N 的 任 一 无 限 子 集 有 聚 点 在 yw (N) NAN 中 , 所 以 g 是 序列 商 映 射 ,但 是 g 不 是 紧 覆 


盖 映 射 . 又 由 于 乙 是 第 一 可 数 空间 ， 从 定理 2.4.11 知 存在 度量 空间 X 和 2 序列 覆盖 映射 hp:X 一 2Z. 


于 是 复合 映射 三 go h:X 一 > S| 是 序列 商 映 射 . 因为 Sj 是 Fréchet 空间 , 由 引 理 1.4.2 知 f 是 伪 开 了 映 


射 . 但 f 不 是 伪 序 列 覆 盖 映 射 ， 否则 存在 X 的 紧 子 集 K 使 得 KK)=Si， 即 g(h(R))=S ,于 是 g 是 紧 


禾 盖 上 映射， 矛盾 . 秆 


问题 3.4.8 设 X 是 度量 空间 ,f:X 一 Y 是 序列 商 的 紧 映 射 , 那么 f 是 否 


伪 序 列 履 盖 映 射 ? 


Pa 
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1924 年 Alexandroff 引进 了 


第 四 章 ”关于 遗传 闭 包 保持 覆盖 


部 


3 
本 璐 


Nagata-Smirnov 度 


量化 定理 的 建 Y 


表明 了 局 部 有 限 旨 


/ 


Lagnev[1966] 引 进 了 i 


有 Go 遗传 闭 包 保持 基 的 了 


传 闭 


他 


E 则 空间 等 价 于 可 度量 空间 ( 林 寿 [1995]， 


证 明了 度量 空 


间 的 闭 映 象 等 价 于 具有 Go 遗传 闭 包 保持 闭 k 


2.5.7). 这 两 条 定理 


开辟 了 遗传 闭 包 保持 覆盖 的 两 个 研究 课题 


转化 为 局 部 有 限 集 
相互 关系 ,本章 将 介 


度量 空间 的 闭 映 象 称 为 Lasnev 空 


族 ? 林 寿 [1995] 列 举 了 这 方面 的 不 少 结果 ; 


面 的 一 些 


绍 这 方 结果 . 


网 的 Fréchet 


= 
一 征 远 


有 限 集 族 的 概念 (Engelking[1977]). 仿 紧 折 
关 族 是 一 般 拓扑 学 中 的 


包 保 持 集 族 的 概念 . 1975 年 Burke, Engelking 和 Lutzer[1975] 证 


定理 


一 是 怎 


的 定义 及 


EE 要 概念 ,1966 年 


明了 


~ 


2.5.17), 1985 年 Foged[1985] 
空间 ( 林 寿 [1995]， 定 理 
怎样 的 遗传 闭 包 保 持 集 族 可 


间 . Gruenhage, Michael 和 Tanaka[1984] 曾 问 : Lagneyv 空 


空间 的 覆盖 性 质 与 确 


贵 传 闭 包 保持 集 族 与 闭 映 射 的 


三 | 
征 


空间 


定 地 回答 了 上 述 问题 ,同时 引 


7 


i 


一 些 相 应 的 覆盖 性 质 与 正规 


否 具有 点 可 数 k 网 ? Foged 关于 Lasnev 空间 的 遗传 闭 包 保持 刻画 肯 
导 人 们 通过 由 遗传 闭 包 保持 履 盖 所 决定 的 空间 建立 度量 空间 的 闭 映 象 与 点 可 数 履 六 空间 的 联系 . 
本 章 围绕 Siwiec[1974] 关 于 g 可 度量 空间 的 覆盖 性 质问 题 (问题 4.1.0)，Miwa(Tanaka， 周 浩 旋 
[1985/86]) 关 于 确定 的 Lasnev 空间 的 特征 问题 (问题 4.3.1) 等 介绍 广义 度量 空 
的 Lasnev 空间 的 刻画 
4.1 kk 网 与 覆盖 性 质 
度量 空间 具有 很 好 的 覆盖 性 质 和 正规 性 质 . 广义 度量 空间 也 有 
性 , 如 正则 的 cG 空间 是 次 仿 紧 空间 . Siwiec[1974] 提 出 下 述 问题 
问题 4.1.1 (1)g 可 度量 空间 是 正规 空间 吗 ? 
(2) 可 分 的 g 可 度量 空间 具有 可 数 弱 基 吗 ? 
(3) 正规 的 g 可 度量 空间 是 仿 紧 空间 吗 ? 
Jakovlev[1976] 肯 定 地 回答 了 上 述 问 题 2) 和 (3). Foged[1986] 系统 地 古 


度量 空间 类 的 履 盖 性 
(1.1) 存在 非 正 规 的 g 可 度 


(1.2) 在 假设 (MA+n CH) 之 下 存在 非 证 


质 与 正规 性 ,在 更 一 般 的 N 空间 类 回答 了 


量 空间 ， 


(1.3) 


有 Oo 局 部 有 限 


网 的 正则 的 k 空间 


(1.4) 


有 Oo 局 部 有 限 k 


网 的 正规 的 k 空间 是 仿 紧 空间 . 
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是 遗传 亚 Lindel6f 


EF 上述 问 题 ， 如 他 证 明了 


EE 调 正规 的 具有 可 数 弱 基 的 正则 空间 . 


空间 . 


究 了 由 kk 网 确定 的 广义 


与 上 述 (1.3) 和 (1.4) 相 应 的 结果 在 具有 Go 遗传 闭 包 保持 K 网 的 空间 上 是 和 否 成 立 ? 有 彭 良 雪 [2000] 


和 刘 川 [1995] 分 别 获 得 了 肯定 的 回答 . 


引 理 4.1.2 在 正则 空间 中 遗传 闭 包 保持 集 族 的 团 包 仍 是 遗传 闭 包 保持 集 族 . 


证 明 . 设 忆 是 正则 空间 X 的 遗传 闭 包 保持 集 族 . 记 P={P。: Qe A}. 阁 必 的 闭 包 cl( 力 不 


是 X 的 遗传 闭 包 保持 集 族 , 那么 对 于 每 一 w e A, 存在 H。 cclP。) 使 得 U_ cl(H, ) 不 是 X 的 


闭 子 集 . 取 xe cl(U Ho)NUswclH。). 对 于 每 一 we 人 ,存在 X 的 分 别 含 有 x 和 cl(H 。) 的 


互 不 相交 的 开 子 集 V。 和 U,, 于 是 H,。 CU。MdP。)cdU。 nmP。) 所 以 


xe clU,a clU ,NP ))=Us, dl(U 。 个 P。), 从 而 有 Be 人 使 得 xecl(U 。 Ps), 因此 


Up Pp Vg 人 3, 矛盾 . 故 必 的 闭 包 仍 是 X 的 遗传 闭 包 保持 集 族 . 国 


引 理 4.1.3 具有 Go 弱 遗 传 闭 包 保持 网 的 空间 上 共有 o 紧 有 限 k 网 . 


证 明 . 设 姑 是 空间 X 的 o 弱 遗 传 闭 包 保持 k 网 . 记 P=U ,wy P,， 其 中 每 一 P, 是 和 的 弱 遗 


传 闭 包 保持 集 族 日 Pp, CP, ,1. 对 于 每 一 neN, 置 D, ={xeX : (P,) ,不 是 有 限 的 }, F,={P、 


D, :PeP, }U {{x}:xeD,}. 


n 


(3.1) F ,是 X 的 紧 有 限 的 子 集 族 . 


设 K 是 X 的 任 一 非 空 紧 子 集 . 首先 ,入 D 是 有 限 集 . 否则 , 存在 K 的 无 限 子 集 <x ,> 和 马 ， 


的 无 限 子 集 <P,> 使 得 每 一 x, eP,;,， 从 而 <x ;> 是 K 的 闭 离 散 子 集 , 矛盾 . 若 存 在 P, 的 无 限 子 集 


<F ,> 使 得 每 一 (FD ,) 个 Kz 名 ， 那么 存在 K 的 无 限 子 集 <y : > 和子 集 列 {F，} 使 得 每 一 


yx EF, ,于 是 <y, > 是 K 的 闭 离散 子 集 , 矛盾 . 故 (F, ) k 是 有 限 的 . 


(3.2) UVvF ,是 X 的 K 网 . 


对 于 每 一 KcCU, 其 中 K 和 TU 分 别 是 X 的 紧 子 集 和 开 子 集 , 存在 ne N 和 PP，eP,,， “使 得 


KC UP CU. 令 F-{PND，:PesP i’}U{{x} :xe KMD, }. PR 和 人 么 FeF, “HKCUFCU. 


故 U,ew2 ,是 和 的 Kk 网 国 


定理 4.1.4( 彭 良 雪 [2000) 具有 ca 遗传 闭 包 保持 k 网 的 正则 的 k 空间 是 遗传 亚 Lindel6f 空间 . 
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证 明 . 设 X 是 具有 Ga 遗传 闭 包 保 持 k 网 的 正则 的 k 空 间 . 为 证 明 X 是 遗传 亚 Lindelof 空间 ， 只 


须 证 明 X 的 任 一 开 子 空间 是 亚 Lindelaf 空间 . 由 于 具有 Ga 遗传 闭 包 保持 k 网 的 正则 的 k 空间 性 质 


是 开 遗 传 性 质 , 所 以 又 只 须 证 明 X 是 亚 Lindel6f 空间 . 由 引 理 4.1.2, X 具有 Go 遗传 闭 包 保 持 的 闭 


k 网 . 设 P=U,。vwPP, 是 X 的 k 网 ,其 中 每 一 PP, 是 X 的 遗传 闭 包 保持 的 闭 集 族 且 P,P,,i. 


(4.1) X 的 每 一 离散 的 闭 子 集 族 有 点 可 数 的 开 扩 张 . 


设 是 X 的 离散 闭 子 集 族 . 记 和 IE。: we 人 人) P(G)=F 对 于 每 一 ne N, Qe A, 让 
P, m= {PeD, :PNF, #8,PNF,g=8, BeA\{a}), 


P, nm)=P, vtPsm: BeA\{a})}. 


那么 对 于 任 一 人 A’cC 和 ^， U snPs() 是 X 的 闭 子 集 . 令 Zn)={P, (nm) : we 和 A} 对 于 NN 的 有 限 


序列 6 , 如果 P(6 ) 已 被 定义 . 设 26 )={P。 (6 ): a e A}, 其 中 P, (6)=P。 (6)NU {Pg(6): 


Be A\{Q})}, 且 对 于 任 一 人 ' 二 人, U,_wP' (6 ) 是 X 的 闭 子 集 . 对 于 每 neN, 按 下 述 方式 
构造 A6 n). 对 于 每 一 we A, 让 

P.(6m=w{PeP，:PmP。(O)z 纪 ,PnP5(O)=CG，p6sA\to))， 

P, (6n=P, (OnmNuvIP5m: 68sA\fa))， 


PoOn=fP (0n): a eAl. 


那么 对 于 任 一 A*cCA,U 


yeAP,(6 nn) 是 X 的 闭 子 集 . 让 Us。 = {Ps (6): 6 是 N 的 有 限 序列 )， 


ZU-{U。: Qe 人 }. 我 们 将 证 明 是 的 点 可 数 的 开 扩张 . 


对 于 每 一 xeF。, 存在 x 的 开 邻 域 V ,使 得 对 于 每 一 Be A\{oj 有 V, mmFs= 纪 ,那么 存 


在 neN 和 PeP, 使 得 xePCV,, 于 是 PCP。(n), 而 xgPg(n), 所 以 xeP。 (mn), 故 F。cU 


a 


由 引 理 4.1.3 和 推论 2.1.4, X 是 序列 空间 , 为 证 明 U ,是 XX 的 开 子 集 只 须 证 明 U, 在 X 中 是 


序列 开 的 . 设 xe U, 且 Z 是 X 中 收敛 于 x 的 序列 , 则 存在 N 的 有 限 序列 6 使 得 xeP (6 ). 令 


M=U{Ps(6): BeA\{a}}, 则 M 是 X 的 闭 子 集 且 xgM, 于 是 存在 x 的 开 邻 域 G ,使 得 


G ,ME 纪 , 所 以 存在 ne N 和 P, eP, 使 得 xeP, CG, 且 P, 含 有 序列 Z 的 无 限 项 从 而 
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P, CP (6 n). 对 于 每 一 Be A\{c}, 由 于 xsP (6), 所 以 xseXNw{Ps(om: BeAN 


{Q}}, 于 是 乙 的 子 序列 是 终于 P。(6m 的 ， 从 而 U。 是 x 的 序列 邻 域 , 故 U。 是 X 的 开 子 集 . 


若 有 不 是 点 可 数 的 , 则 存在 xeX 使 得 { a e A :xeU, J。 ,于 是 存在 N 的 一 个 有 限 序列 


6 和 人 的 不 可 数 子 集 人 ' 使 得 当 w e 人 时 有 xeP。 (6 ),， 这 与 {P, (6 ) : XeA} 是 两 两 互 不 相 


交 的 子 集 族 相 矛盾 . 


(4.2)X 是 亚 Lindel5f 空间 . 


设 W 是 空间 X 的 开 覆 盖 ， 由 定理 1.3.5, X 是 o 空间 , 于 是 W 有 加 细 U ,vy Fi ， 其 中 每 一 


Fi={F，: Qe A ,} 是 XX 的 离散 的 闭 子 集 族 . 对 于 每 一 ieN， 由 (4.1), 存在 X 的 点 可 数 的 开 子 


集 族 U,={U;。，: Xe A 人 ,} 使 得 每 一 F,, CU ,,. 对 于 每 一 jeN 和 Q e A,;, 选取 W ,,eW 使 得 


F;, CW,,, 那么 UU jy {Ws mnU :asAi) 是 2 的 点 可 数 的 开 加 细 , 所 以 X 是 亚 Lindel6f 


若 空 间 XX 的 每 一 闭 离散 子 空间 至 多 是 可 数 子 集 ， 则 称 X 是 Nj 紧 空 间 . Lindel6f 空间 和 遗传 可 


分 空间 都 是 Nj 紧 空间 . 


推论 4.1.5 设 X 是 具有 Ga 遗传 闭 包 保持 上 网 的 空间 . 若 X 满足 下 述 条 件 之 一 , 则 X 具有 可 
数 k 网 . 


(1) NI1 紧 空间 . 


(2) 可 分 , 正则 的 k 空间 . 


证 明 . 由 于 可 分 的 亚 Lindel5f 空间 是 Lindel6f 空间 ， 由 定理 4.1.4， 只 须 证 明 具 有 Go 遗传 闭 包 


保持 网 的 Ni 紧 空间 具有 可 数 k 网 . 设 PU,_,P, 是 空间 X 的 k 网 , 其 中 每 一 ,是 X 的 遗传 


闭 包 保 持 的 子 集 族 且 P,, CP ,i . 对 于 每 一 neN, 和 置 E,={xeX:|(P,) ,>@}, 则 


(5.1) {PNE,，:PeP，, } 是 可 数 的 子 集 族 . 


若 不 然 , 则 存在 P, 的 不 可 数 子 集 P ，: w < ww } 和 X 的 子 集 {x。，: Q < @ } 使 得 每 一 


x。EP。NE,. 由 用, 是 遗传 闭 包 保持 的 及 X 是 紧 空间 知 {(x。: CQ < @ } 是 可 数 集 ， 于 是 不 妨 


n 
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设 存在 xsXN\E ,使 得 每 一 xs =x， 这 与 己 , 的 定义 相 矛 盾 . 


(5.2)EE, 是 X 的 可 数 的 闭 离散 子 空 间 . 


对 于 每 一 ZCE, 及 [Z|<@, 记 Z={x。: Qa eA}. 由 E, 


X 的 可 数 闭 离散 子 空间 ， 从 而 E, 是 X 的 可 数 闭 离散 子 空间 . 


(5.3) UU ,wyP, "是 X 的 可 数 k 网 . 


设 KKCU, 其 中 K 和 TU 分 别 是 X 的 紧 子 集 和 开 子 集 , 则 存在 neN 和 Pp,，*EP，“ 使 得 


法 , 我 们 可 选取 有 人 ,的 由 两 两 互 不 相同 元 组 成 的 子 集 P。: we 人 } 使 得 每 一 x。eP。, 于 是 ZZ 是 


的 定义 及 良 序 定理 ,应 用 超 限 归纳 


也 


对 于 每 一 ne N, 让 P, ={PNE，:PeP, jwf(xj:xeE,}， 则 人 ,是 可 数 的 . 


KcCcUP,*cU. 由 于 KME, 是 有 限 的 , 所 以 Pr*=(PNE，: PEeP sx : 


xeKNE,}eP, “ 且 KcC UP *CU, 故 U ,vyP, 是 X 的 可 数 K 网 . 四 


推论 4.1.6 设 X 是 kk 空间 . 若 X 满 足下 述 条 件 之 一 , 则 X 具有 星 可 数 K 网 . 


(1) 具有 由 Ni1 紧 子 集 组 成 的 o 紧 有 限 k 网 . 


(2) 具有 Go 遗传 闭 包 保持 可 分 k 网 的 正则 空间 . 


证 明 . (1) 设 空间 X 具有 由 紧 子 集 组 成 的 Ga 紧 有 限 k 网 , 为 证 明 X 具有 星 可 数 k 网 ， 只 须 


证 明 若 必 是 X 的 紧 有 限 集 族 , A 是 X 的 Ni 紧 子 集 , 则 (2) 是 可 数 的 . 若 不 然 , 则 存在 A 的 不 可 


数 子 集 {x。: Qa<@|} 和 PF 的 不 可 数 子 集 {P,，: Qa <@|} 使 得 每 一 x。eP,. 由 于 A 是 N, 紧 的 ， 


J 


[24 


与 忆 的 紧 有 限 性 相 矛 盾 . 


(2) 设 X 是 具有 遗传 闭 包 保持 可 分 K 网 的 正则 空间 .| 


传 可 分 子 集 , 再 由 引 理 4.1.3 和 (1), X 具有 星 可 数 k 网 . 目 


{(xX。 : CC<OI} 有 聚 点 ， 又 由 于 和 是 k 衬 间 , 存在 X 的 紧 子 集 K 使 得 K 含有 无 限 多 个 x。, 这 


推论 4.1.5, X 的 可 分 子 集 是 X 的 遗 


对 于 空间 X 和 FC WCX, W 称 为 F 的 弱 邻 域 (序列 邻 域 ), 若 允 是 Fi 点 的 弱 邻 域 (序列 


邻 域 ). 


定理 4.1.7(XI 川 [1995]) 具有 遗传 闭 包 保持 k 网 的 正规 的 k 空间 是 仿 紧 空 间 . 


证 明 . 设 X 是 具有 Go 遗传 闭 包 保持 k 网 的 正规 的 k 空 间 , P=U,_, P, 是 X 的 k 网 ,其 中 每 一 
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PP 是 X 的 遗传 闭 包 保持 的 闭 集 族 且 P,P ， 由 引 理 4.1.3 和 推论 2.1.4,X 是 序列 空间 . 


(7.1) X 的 每 一 离散 的 闭 子 集 族 有 离散 的 序列 邻 域 团 扩张 . 


设 多 是 X 的 离散 的 闭 子 集 族 . 记 F={F，。，: we 人 }. 对 于 每 一 ne N, ge 人 ,让 
F, WW={PeP, :PNF, #8,PNF,=, BeA\{a}}, 


P, (m=U {Pe2, :PNF,=8), 


则 P, 是 X 的 闭 子 集 且 P。 mM) 丫 F, = 名 , 于 是 存在 X 的 开 子 集 V , (nm) 使 得 


F, CV, WEcV, m) CcXNP, mD, 令 ED=(Cv2F mcV mn). 对 于 wz 有 ,车 


xE UFg(n), 则 存在 PeP, 使 得 PmFx# 僻 , PmEF。= 纪 且 xsP 于 是 PCP。 (n), 从 而 


PAd(V m= 多， 因此 xg clV 6 0m), 夏 (Fg) dV (m0)= 名 . 所 以 {F, (n) : ge 人} 是 


X 的 互 不 相交 的 闭 子 集 族 . 由 于 Pp， 是 遗传 闭 包 保 持 的 , F, (n) C UF (mn), 且 当 Q@ 关 B 时 有 


FFp CD= 纪 , 于 是 {Fs (m): Qe 人} 是 X 的 离散 闭 子 集 族 . 


对 于 每 一 weA, 让 W, =U jw Fs (mn). 显然 F。 CW . 若 S 是 X 中 的 序列 且 收 敛 于 seF。， 


则 存在 ne N 和 (P, ) ,的 有 限 子 集 P 使 得 S 是 终于 UP ' 的 且 当 Be A\{Q} 时 有 


em 


Mt 


Fu 


(PDF5= 人 ,于 是 PCFu (nm), 而 V, (nm) 是 X 的 开 子 集 ， 从 而 S 是 终于 F。 (n) 的 , 故 W。 


F, 的 序列 邻 域 


令 UW={W 


。: QEA} 对 于 每 一 n<m 和 Qa 关 , 由 于 P, CP,, 所 以 FDCF。 (m), 于 


是 Fs ) 站 Fp (mm) CcC(UFs 4m) 站 cl(V gp (m))= 儿 ,从 而 WwW 是 X 的 两 两 互 不 相交 的 子 集 族 . 对 于 


每 一 人 'CA, 令 W=UsW。. 若 乙 是 由 W 中 点 组 成 的 X 中 的 收敛 序列 , 设 Z 收 化 于 > 让 


F=U。 NE。. 如 果 zeF 则 zsW. 如 果 zgF 则 存在 z 的 开 邻 域 V .使 得 V .人 天 和 ,从 而 存在 


neN 和 PreP ,使 得 wPrCV., 且 Z 是 终于 vB 的 于 是 当 w e A', n<m 时 有 


(PimF (Mm) CCP, mM) NcV, m=, 因此 UU {F, (mn) : weA 人 Am>zn 中 仅 含 有 序列 忆 中 


的 有 限 项 . 令 G=U {Fs (m) : ga eA’, m<n}), 则 G 是 X 的 闭 子 集 且 G 含有 Z 中 的 无 限 项 故 
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ze GCW. 这 表明 了 W 是 X 的 序列 闭 集 , 所 以 W 是 X 的 财 子 集 . 因而 W 是 XX 的 闭 包 保 持 的 子 
集 族 , 故 W 是 X 的 离散 闭 子 集 ) 


涨 


(7.2) X 是 集 态 正 规 空间 . 


设 F 是 X 的 离散 的 闭 子 集 族 . 记 ZFF{F。: & eA }. 由 (7.1), 存在 X 的 离散 的 闭 子 集 族 的 列 


{2WUn)} 使 得 WU1) 是 F 的 序列 邻 域 扩 张 且 每 一 Wn+1) 是 Wn) 的 序列 邻 域 扩 张 . 记 Wn)={W Qn): 


QeAy, 令 W,=U jw Wo 0m),W={W。: Qe 人), 则 允 是 3 的 两 两 互 不 相交 的 开 扩 张 . 这 只 


须 说 明 每 一 Wu。 是 X 的 开 子 集 . 设 X 中 的 序列 Z 收 化 于 点 xeW 。， 则 存在 ne N 使 得 xs W。 Cn)， 


由 


Z 是 终于 W (n+1) 的 , 所 以 Z 是 终于 W, 的 , 故 W。 是 X 的 序列 开 集 ， 从 而 W。 是 X 的 开 


子 集 . 因此 X 是 集 态 正规 空间 . 


(7.3) X 是 仿 紧 空间 . 


由 于 X 是 Go 空间 , 所 以 X 是 次 仿 紧 空间 ， 故 从 (7.2) 知 X 是 仿 紧 空间 .上 
对 于 问题 4.1.1(3) 的 男 一 回答 是 下 述 由 高 智 民 证 明 的 结果 . 


定理 4.1.8( 高 智 民 [1992]) 具有 Go 闭 包 保持 弱 基 的 正规 空间 是 仿 紧 空间 . 


证 明 . 设 必 是 正规 空间 X 的 o 闭 包 保持 的 闭 弱 基 . 记 人 UP .=U,wP， 其 中 每 一 刀 ， 


是 x 在 X 中 的 弱 邻 域 基 , P, 是 闭 包 保持 的 闭 子 集 族 且 每 一 PP, CP ,,. 


设 是 X 的 离散 的 闭 子 集 族 . 


(8.1) 丸 有 两 两 互 不 相交 的 弱 邻 域 扩 张 . 


设 天 (FE。: weA) 对 于 每 一 neN, a eA, 邻 E,(m=U{PeP, : PNF,=, 


BeA\{e}}, Gu.=U ,vy EWNU{Egm) : PeA\{g}), 那么 FSG。 且 当 w 关 有 时 有 
G。 mmG5p= 亿 . 往 证 G。 是 F。 的 弱 邻 域 . 
令 L。=U{Fp : BeA\{Qa}}, 那么 Lo 是 X 的 财 子 集 上 且 F。 和 Lo= 休 . 对 于 每 一 xeF,， 


存在 neN 和 PieP, 个 P, 使 得 Pi 和 L= 僻 , 于 是 Pi CE (nm). 又 因为 x¢g {Eps(n): 


BeA\{Q}), 存在 meN 和 P，sP.P, 使 得 P, (UJI{Eg(m) : PsANaclD= 纪 .于 是 


Pi 个 P, CCG, 所 以 G。 是 F。 的 弱 邻 域 
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(8.2) 丸 有 离散 的 弱 邻 域 闭 扩张 . 


对 于 每 一 ne N, Qe A, 令 F”(n)=U {PeP，: PCcG,， 且 存在 xseF, 使 得 PeP,}, 那么 


Fn)CG。 且 {F% (n) : & e 人 A} 是 X 的 闭 包 保持 的 闭 子 集 族 , 于 是 {F;(n) : Qe A} 是 离散 的 . 


令 P,(n)=U {PeP，:PAF, = 名), 则 P。, (9) 是 X 的 闭 子 集 且 P, DEF。= 作 ,于 是 存在 X 的 


子 集 V (nm) 使 得 F, CV, ccV, mcXNP (mn). 令 F, CD=F mclvV (n)), 那么 


{F, (n) : Qe 人} 是 X 的 离散 闭 子 集 族 . 令 W,=U ,wyFs (9), 则 W 是 FF, 的 弱 邻 域 . 事实 上 ， 


对 于 每 一 xeF 。， 由 (8.1), 存在 ieN 和 P;eP, 丫 P, 使 得 PCF (i), 同时 存在 jeN 和 


Ps EP 丫 P ;使 得 Ps CV (0) 于 是 Py 个 Py CF,G)CW,. 


令 Wr{IW，: Qe 人 }. 由 于 每 -WCG,, 所 以 W 是 X 的 两 两 互 不 相交 的 子 集 族 . 为 证 


Ww 是 离散 的 ， 只 须 证 明 W 是 X 的 闭 包 保持 的 闭 子 集 族 . 


对 于 每 一 A* CA, 设 xg Us W。. 由 于 xg Us.Fs, 于 是 存在 keN 和 P'eP ,六 PP, 使 


得 P 站 (UF )= 名 ,从 而 当 a e A’, n>k 时 有 PCP。.), 那么 已 AclV (nm)= 名 ,所 以 


PA(J{F, 0m): GeA’,n2k}))=G. 另 一 方面 , 由 于 xg UV {F,(m): QeA'’,n<k}), 于 是 存在 


P”eP ,使 得 PC [ED : QeA’', n<k))= 名 .因此 (PP”)AM (UW )= 人 如， 故 


UAW 是 X 的 闭 子 集 . 


(8.3) XX 是 集 态 正规 空间 . 


对 于 X 的 离散 的 闭 子 集 族 绍 ,， 由 (8.2), 存在 X 的 离散 的 闭 子 集 族 的 列 {Z } 使 得 每 一 也，， 


是 有 ,的 弱 邻 域 闭 扩张 . 对 于 每 一 neN, 记 Y, ={H, 0): a eA}. 令 Zc{H。: ge 人}, 其 中 


每 一 H。=U,_v Hs。 (nm). 对 于 每 一 xe H。, 存在 jsN 使 得 xeH。 0G) 于 是 存在 PeP ,使 得 


PCH, (G+1)CH。, 从 而 H。 是 X 的 开 子 集 . 因此 , 匈 是 有 的 两 两 互 不 相交 的 开 扩 张 , 故 X 是 集 


态 正规 空间 . 


由 于 X 是 ca 空间 , 所 以 X 是 次 仿 紧 空 间 ， 故 从 (8.3) 知 X 是 仿 紧 空间 .上 
例 4.1.9 具有 Ga 闭 包 保持 基 的 空间 巷 k 空间 . 
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如 例 1.5.7 的 Michael 空间 X=N U {p}. 由 于 NN 是 X 的 孤立 点 集 , p 在 X 中 的 开 邻 域 基 是 X 
的 闭 包 保持 集 族 , 所 以 X 具有 闭 包 保持 基 , 但 是 X 不 是 k 空间 . 国 
由 例 1.5.4 知 ， 具 有 紧 可 数 闭 k 网 的 可 分 , 正则 的 k 空间 未 必 是 亚 Lindel6f 空间 . 刘 川 和 


Tanaka[1996a, 1998a, 1998b] 曾 提出 问题 : 具有 ca 紧 有 限 上 网 的 正则 的 空间 是 否 是 亚 Lindel6f 空 


间 ? 进一步 , 我 们 提出 
问题 4.1.10 具有 Go 紧 有 限 弱 基 的 正则 空间 是 否 是 亚 Lindel5f 空间 ? 
问题 4.1.11 (1) 具有 Go 局 部 有 限 k 网 的 正则 的 k 空间 是 否 具 有 Go 闭 包 保持 弱 基 ? 


(2) 具有 Go 闭 包 保 持 弱 基 的 正则 空间 是 否 是 亚 Lindel6f 空间 ? 


4.2 局 部 可 分 度量 空间 的 闭 映 象 

Foged[1985] 通 过 遗传 闭 包 保持 履 羡 建立 了 度量 空间 闭 映 象 的 特征 . 本 节 也 将 通过 遗传 闭 包 
保持 覆盖 寻求 局 部 可 分 度量 空间 的 类 似 特征 , 这 种 特征 表现 了 度量 空间 的 闭 映 象 与 局 部 可 分 度 
量 空间 的 闭 映 象 之 间 的 区 别 . 关于 局 部 可 分 度量 空间 闭 s 映 象 和 闭 映 象 的 进一步 知识 我 们 将 在 § 
5.1 和 8 5.2 中 介绍 . 


Foged 定理 是 优美 的 . 在 本 书 的 应 用 中 我 们 只 须 Foged 定理 的 下 述 特例 ， 其 证 明 取 自 


四 


Mizokami， 林 寿 [1997]. 


ou 


引 理 4.2.1 设 X 是 可 分 的 正则 空间 . 若 X 是 具有 Ga 遗传 闭 包 保持 k 网 的 Fréchet 空间 , 则 XX 


是 可 分 度量 空间 的 闭 映 象 . 


证 明 . 由 推论 4.1.5, X 上 共有 可 数 k 网 . 设 居 <P ,> 是 X 的 可 数 k 网 , 不 妨 设 必 关 于 有 限 并 封 


闭 且 每 一 P, 是 X 的 闭 子 集 . 


(1.1) 若 xeUe7T 且 Z 是 X 中 收敛 于 x 的 序列 , 则 存在 ieN 使 得 P, CU 且 Z 是 终了 


int(P,) {x} 的 . 


若 不 然 , 记 {P，: xeP,; CU}={H，: keN}, 那么 存在 Z 的 子 序 列 {z , } 使 得 每 一 zeU、 


int(U 。 H;), 于 是 存在 UNU,z H,; 中 的 序列 {zj } 收 化 于 zi， 从 而 xecl{zp，: k, neN}, 所 以 


存在 子 序列 {zk， } 收 全 于 x. 因为 力 是 X 的 k 网 , 存在 meN 使 得 {zi，} 是 终于 了 ,的 , 这 与 当 


kj,m 时 有 zeUNH, 相 矛盾 . 
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对 于 每 一 ieN, 记 A ,={P,，XNP,}, 赋予 人 ,离散 拓扑 . 令 


M={@=(H,)e I, vA, : 


<cl(H; > 是 X 中 茶点 xs 的 网 }, 则 M 是 可 分 度量 空间 , 并 且 对 于 每 


于 是 可 以 定义 函数 fM 一 X 使 得 faQ)=x。, 即 f((H,))= 门 ,ycl(H,). 


(1.2)f 是 满 函 数 . 


对 于 每 一 xe X, 若 x 是 X 的 孤立 点 , 则 存在 ie N 使 得 P, ={ 


Qa eM, x。 是 唯一 确定 的 ， 


易 验 证 f 是 连续 函数 . 


x}, 于 是 存在 (H,; )e M 使 得 


f((H;))=x. 若 x 不 是 X 的 孤立 点 , 存在 XN{x} 中 的 序列 Z 收敛 于 x. 对 于 每 一 ie N， 存 在 


Hi, e A ;使 得 cl(H,) 丫 Z 是 无 限 集 . 设 xeUer 


(1.1), 存在 ieN 使 得 P, CU 且 Z 是 终于 


int(P,) {x} 的 , 于 是 H, =P, 且 xecl(H,)cU. 故 (H,)eM 且 fGH 7)=x. 


(1.3)f 是 闭 映射 . 


设 F 是 M 的 闭 子 集 且 xecl((F)) Nf(F), 则 存在 XX 中 的 收 化 于 x 的 序列 {x，, } 和 下 中 的 序列 


{0 n } 使 得 每 一 f(o n )=X， 记 a n=(H ;, ) E Tl,yA i? 则 每 一 H,;, 


< 人 ，. 按 下 述 方式 选取 点 


(H,)e M: 选取 He A | 使 得 N={neN : Hi,=Hi} 是 无 限 集 ， 


于 是 又 可 选取 了 HH, e A ,使 得 


N, ={ne N，: H2,=H; } 是 无 限 集 . 继续 这 种 过 程 , 可 得 到 N 的 递减 的 无 限 子 集 列 {N ,} 和 


(GD)eIL vvA ;使 得 N,={neN,;， : H;,=H,}. 这 时 {x,，: neEN,}Ccl(H,;) 所 以 d(H,) 含 有 序 


列 {x ,|} 的 无 限 项 ， 由 (1.2) 的 论证 知 (H,)eM 且 f((H,))=x. 另 一 方 


k, EN, 使 得 K <k 


综 上 所 述 ,X 是 可 分 度量 空间 的 闭 映 象 . 国 


引 理 4.2.2 设 必 是 Fréchet 空间 X 的 遗传 闭 包 保 持 的 闭 集 族 . 


?3 也 是 X 的 遗传 闭 包 保持 集 族 . 


< 


Al， 那么 序列 {ox } 收 化 于 (H,), 从 而 QH; )eF 因此 fH ))e fF), 矛盾 . 


面 , 对 于 每 一 ie N, 选取 


令 天 {站 MP’':P'eP”), 则 


证 明 . 若 不 然 , 则 存在 F 的 子 集 (E。: a e A} 和 了 HH。 CF 使 得 {H。: we 人 ]} 不 是 闭 包 保 


持 的 ,于 是 存在 xe cl(U,,H,。 ) 八 UUs_ cl(H, ). 因为 X 是 Fréchet 空 


{x; } 收 化 于 x， 从 而 存在 a,, e 人 使 得 x, eH, . 又 因为 每 一 F。 是 中 有 限 个 元 的 交 ， 所 以 存在 


空间 , 存在 UL H。 中 的 序列 


{x } 的 子 序列 {x ,,} 和 允 的 无 限 子 集 <P ,> 使 得 每 一 x, EP,;, 于 是 <x ，> 是 离散 的 ,矛盾 . 和 
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引 理 4.2.3 设 fX 一 >Y 是 完备 映射 , Y 是 第 一 可 数 空间 . 若 每 一 f- 


次 


集 , 则 X 是 第 一 可 数 空间 . 


证 明 . 对 于 每 一 xe X, 记 y=f(x). 设 <U,> 是 y 在 Y 


<Vi; f(y)> 是 x 在 f(y) 中 的 局 部 基 . 对 于 每 


hy 


紧 子 集 , 所 以 存在 X 中 互 不 相交 的 开 子 集 W ,和 G ,使 得 xe W， 


fcVwG ，. 


ViDmf CU )cG .不妨 设 WicV, 且 W 


收敛 于 y 所 以 xu sf 一 (J). 如 果 xo 取 x， 则 存在 neN 使 得 xu eX\V， 


引 理 1.4.1， 


itl 


基 . 设 x, eW, Af (U,). 若 xi 是 序列 {x;} 的 一 个 聚 点 ， 由 于 fx ,)sU ，， 


的 局 部 基 ，<V,; > 是 X 的 开 子 集 族 使 得 


(y) 是 X 的 第 一 可 数 的 子 


iseN, 让 F,GCO=f OOANV，， 则 F,G9O 是 X 的 


且 F,GCOcG,， 那么 


存在 j;eN 使 得 f TU))cViwG,， 从 而 KAN 


CW,. 往 证 <W,Amf (U,)> 是 x 在 X 中 的 局 部 


于 是 在 Y 中 序列 {f(x,)} 


,于 是 x。eG,， 从 而 有 


无 限 个 i 使 得 x, eW, 个 G ,= 名, 矛盾. 因而 ,xo=x,， 即 {x; } 仅 能 以 x 为 唯一 的 聚 点 . 若 序 列 {x, } 


不 收敛 于 x, 那么 存在 子 序列 {x; } 在 X 中 离散 ,由 于 f 是 完备 映射 , 不 妨 设 每 一 x，gf"'(y), 于 


是 <f(x; )> 在 Y 中 离散 ,与 序列 {f(x，; 


,收敛 于 y 相 予 盾 . 故 义 是 第 一 可 数 空间 . 和 


引 理 4.2.4 设 姓 是 空间 X 的 关于 有 限 交 封闭 的 点 可 数 覆 盖 . 让 


H={PsP:clP) 是 X 的 | 紧 子 集 }), FIPeP:clP) 是 X 的 紧 子 集 } 


那么 


(1) 若 X 的 每 一 第 一 可 数 的 闭 子 空 


(2) 若 K 空 间 (序列 空间 )X 的 每 一 
FF 是 X 的 k 网 (cs* 网 ). 


第 一 可 数 的 闭 子 空间 是 局 部 紧 的 且 P 


x 间 是 局 部 N| 紧 的 且 PP 是 的 k 网 , 则 多 是 和 的 k 网 . 


是 义 的 k 网 (cs* 网 )， 则 


证 明 . (1) 设 空间 X 的 每 一 第 一 可 数 的 闭 子 空间 是 局 部 只 紧 的 且 必 是 X 的 k 网. 对 于 XX 的 


= 


紧 子 集 K， 由 Miggenko 的 引 理 1.3.6, 由 有 的 元 组 成 K 的 有 限 极 小 覆盖 的 族 至 多 是 可 数 的 , 设 其 


为 {P,}. 对 于 每 ~neN, 置 4,=A i 


Pi,A,=Jw4A,, 则 {A, } 是 KK 在 X 中 递减 的 网 如果 对 于 


每 一 neN, cl(A, ) 不 是 X 的 N| 紧 子 集 ， 那么 cl(A，) 含 有 不 可 数 的 离散 子 集 D,. 定义 


A=KU(U ,yD,). fA 一 A/K 是 自 


然 商 映射 ， 那么 f 是 完备 映射 ， 由 
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E 论 2.1.4 和 引 理 4.2.3， 则 


A 是 X 的 非 局 部 Nj 紧 的 第 一 可 数 的 闭 子 集 , 矛盾 . 因此 ， 某 一 cl(A ,) 是 和 X 的 N 紧 子 集 . 设 K CU,， 


其 中 U 是 X 的 开 子 集 则 存在 n>m 使 得 KcA, CU, 即 4, szHo 且 KC UA CU, 于 是 邹 


是 义 的 k 网 . 


(2) 设 空间 X 的 每 一 第 一 可 数 的 闭 子 空间 是 局 部 紧 的 . 首先 , 设 了 PP 是 k 空间 XX 的 k 网 . 对 于 
X 的 紧 子 集 K， 由 Misgenko 的 引 理 1.3.6, 由 允 的 元 组 成 K 的 有 限 极 小 覆盖 的 族 至 多 是 可 数 的 ， 设 


其 为 {PP,}. 对 于 每 一 neN, 置 4,=A,,,P,,A, = 办 ,, 则 {A, } 是 KK 在 X 中 递减 的 网 如果 对 


于 每 一 neN, cl(A, ) 不 是 X 的 紧 子 集 ， 由 推论 2.1.13, 那么 cl(A, ) 不 是 X 的 可 数 紧 子 集 ， 于 是 


cl(A，) 含 有 可 数 的 离散 子 集 D,. 定义 A=K UU (U ,yD,)， 由 推论 2.1.4 和 引 理 4.2.3, 则 A 是 X 


的 非 局 部 紧 的 第 一 可 数 的 闭 子 集 , 矛盾 . 因此 , 某 一 cl(A,,) 是 XX 的 紧 子 集 . 设 KCU, 其 中 UU 是 


X 的 开 子 集 ， 则 存在 n>m 使 得 KCcA, CU, 即 4, EF 有 上 且 KcCUA,CU, 于 是 F 是 X 的 k 


网 . 


次 ， 设 允 是 序列 空间 X 的 cs* 网 . 设 序列 {x ,} 在 入 中 收敛 于 x, 定义 K=[x,] 让 U 是 K 


在 X 中 的 邻 域 , 则 存在 PF 的 有 限 子 集 列 {P;} 满 足 引 理 1.3.7 的 条 件 (1)~(4). 对 于 每 一 nEN， 置 


A, = Pp,, 则 {A,} 是 K 在 X 中 递减 的 网 .如果 对 于 每 一 neN, cl(A ,) 不 是 X 的 紧 子 集 ， 由 推论 


2.1.13, 那么 cl(A ,) 不 是 X 的 可 数 紧 子 集 , 于 是 cl(A , ) 含 有 可 数 的 离散 子 集 D。. 定义 


A=KU(U ,wD;). 由 引 理 4.2.3, A 是 X 的 非 局 部 紧 的 第 一 可 数 的 团子 集 , 矛盾 . 因此 ， 某 一 


cl(A,) 是 X 的 紧 子 集 . 取 PeP, 使 得 xeP 且 P 含 有 {x, } 的 子 序 列 {x; }, 这 时 cl(P) 是 X 的 紧 子 


集 且 [x, ]CSPCCU, 故 F3 是 XX 的 cs* 网 . 目 


引 理 4.2.5 设 空 间 X 由 族 必 控制 , 记 P={P。: 0 <4), 令 


Fo=Po,F, Pa NU ,ys,P,,0<oa<4. 


那么 


(1) {FfF。: ww<4} 是 X 的 紧 有 限 覆 盖 . 


(2) 若 X 是 kk 空间, 则 {Ff。: % <4} 是 X 的 弱 遗 传 团 包 保 持 覆 盖 . 
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(3) 若 X 是 Frechet 空间 , 则 {cl(F,): wx <4} 是 X 的 遗传 闭 包 保持 覆盖 . 


证 明 . (1) 显然 , {FE。: w<4)} 是 X 的 履 盖 . 对 于 X 的 任 一 非 空 紧 子 集 K,， 知 存在 


Or < Ql < 儿 使 得 每 一 KMF, zz O. 取 Xi, eKMF, 全 F=<X >, 则 FE， 每 一 


FMP。C {x; :i<n}), 于 是 F 是 X 的 无 限 离散 了 集 , 这 与 K 的 紧 性 相 巴 盾 . 故 {F。: <} 是 
X 的 紧 有 限 歼 盖 . 


(2) 对 于 每 一 a <4, 任 取 x。sFu, 记 H={x。: w<4} 对 于 任 一 ACH 和 X 的 紧 子 旨 


A 


K, 由 (1), KM A 是 有 限 集 , 所 以 A 是 X 的 闭 子 集 , 于 是 H 是 X 的 离散 子 集 . 故 {FF。: Q& <4】} 


是 X 的 弱 遗 传 闭 包 保 持 覆 盖 . 


(3) 我 们 先 证 明 IFE。: C <4} 是 X 的 遗传 闭 包 保 持 集 族 . 若 不 然 , 则 存在 F。 的 子 集 A。 和 


xecl(U AN 入 UniclA ), 由 于 X 是 Frkchet 空间 , 存在 U ,iA 中 的 序列 {x, } 收 敛 于 x， 


于 是 有 ci < 使 得 x, eA。,， 这 时 所 有 的 x, x. 不 妨 设 这 些 wx, 是 互 不 相同 的 ,由 (2) 知 ，<x ,> 


是 X 的 闭 子 集 ， 这 与 序列 {x; } 收 敛 于 x 相 了 矛盾 . 故 {。 : & <} 是 X 的 遗传 闭 包 保 持 集 族 . 


Ct 


其 次 , 证 明 {cl(F。 ): Q& <4} 也 是 X 的 遗传 闭 包 保 持 集 族 . 对 于 cl(F, ) 的 闭 子 集 B。， 阁 存在 


于 XX 是 Fréchet 空间 , 存在 U ,iB ,中 的 序列 {y ; } 收 全 于 y, 于 


yecl(U 和 ) NU BiB ，| 


是 有 oo < 外 使 得 y, eB。, 这 时 所 有 的 y, 关 y 不 妨 设 这 些 w, 是 互 不 相同 的 , 且 y, eclEF。 入 、 


Fa。 从 而 存在 Fe 中 的 序列 仔 寺 ] 收 分 于 了 05 因此 ye 吉本 天 SEN) 于 是 存在 子 序列 


[ym] 收 化 于 y 从 而 每 一 F。 仅 含有 序列 {y，w } 的 有 限 项 不妨 设 每 一 F。 至 多 仅 含有 序列 


{ym } 中 的 一 项 , 于 是 <y, ,> 是 X 的 闭 子 集 , 这 与 序列 {y，w } 收 全 于 y 相 矛 盾 . 故 {clEF。) : 


&<4} 是 X 的 遗传 闭 包 保持 集 族 . 国 
下 面 证 明 本 节 的 主要 定理 . 
定理 4.2.6( 林 寿 ， 刘 川 ， 戴 牧民 [1997]) 对 于 正则 空间 X,， 下 述 条 件 相互 等 价 : 
(D)X 是 局 部 可 分 度量 空间 的 闭 映 象 . 


(2) X 是 度量 空间 的 闭 映 象 且 X 的 每 一 第 一 可 数 的 ( 团 ) 子 空间 是 局 部 可 分 的 . 


(3)X 是 具有 Go 遗传 闭 包 保持 可 分 k 网 的 Fréchet 空间 . 
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(4)X 是 具有 由 No 子 空间 组 成 的 o 遗传 闭 包 保 持 k 网 的 Fréchet 空间 . 


证 明 . (1) 坊 (2). 设 A 是 XX 的 第 一 可 数 的 子 空间 , 则 存在 局 部 可 分 度量 空间 B 和 闭 映射 


fB 一 A. 对 于 每 一 xe A, 1 


映射 ， 从 而 A 是 X 的 局 部 可 分 的 度量 子 空间 . 


(2) 和 过 (4). 由 引 理 1.4.3, X 是 Fréchet 空间 . 设 f:M 一 X 是 闭 映 射 , 其 中 M 是 度量 空间 . 让 多 


是 M 的 o 局 部 有 限 基 . 1 


3 


理 2.2.4,f( 允 是 XX 的 o 遗传 闭 包 


不 妨 设 X 有 上 网 P=U ,wy P,， 其 中 每 一 必 , 是 X 的 关于 有 限 交 封闭 的 遗传 闭 包 保持 的 闭 集 族 且 


PD 


n 


xeD,}. 由 引 理 4.1.3, 有 


定理 1.3.3，0f (Xx) 是 B 的 紧 子 集 ， 再 由 引 理 1.3.2, 不 妨 设 f 是 完备 


保持 下 网 . 由 引 理 4.1.2 和 引 理 4.2.2， 


(6.1) D, 是 X 的 离散 子 集 ; 


(6.2) F ,是 X 的 关于 有 限 交 封闭 的 紧 有 限 集 


by 


(6.3) UU 2F ,是 X 的 K 网 . 


定义 


ZHF={Fs2FiclP 是 X 的 N| 紧 子 集 }. 


k 网 . 对 于 KCU， 其 中 KK 各 分别 是 X 的 紧 子 集 和 开 子 集 ， 


多 可 数 个 由 3 的 元 组 成 K 的 有 限 覆 盖 , 记 其 为 <R, >. 对 于 每 一 neN, 让 A =U (A RR,). | 
(6.3), {A, } 是 在 X 中 递减 的 网 . 由 于 X 的 每 一 第 一 可 数 的 闭 子 空间 是 局 部 Ni 紧 的 ， 从 引 理 


4.2.4 的 证 明 , 存在 meN 使 


限 交 的 有 限 并 ， 由 (6.2), 存在 GeF”, neN 和 DcD, 使 得 


xeKMD), 则 ZeZ ”HKS UFR’ CU. 


遗传 闭 包 保 持 k 网 的 Fréchet 空间 . 


(4) 党 (3) 是 显然 的 . 下 面 证 


得 A,, CU 且 cl(A,,) 是 XX 的 XN, 紧 的 子 空间 . 因为 A 是 的 元 的 有 


CP 1. 对 于 每 一 ne N, 置 D ,={xe XX:(P, ) ,不 是 有 限 的 },F,={PND, :PeP, }U {{x}: 


(6.1) 和 推论 4.1.5, 学 是 X 的 由 No 子 空间 组 成 的 o 遗传 闭 包 保 持 的 子 集 族 . 我 们 证 明 甩 是 X 的 


内 为 是 X 的 紧 可 数 覆 盖 ， 存在 全 


A,=(JAODUD. 置 FH '=G UY {{x} : 


因此 , 学 是 XX 的 k 网 . 故 X 具 有 由 No 子 空间 组 成 的 o 


明 (3) 党 (1). 设 Fréchet 空间 X 有 ca 遗传 闭 包 保持 的 可 分 k 网 忆 


记 天 UU ,_,P,, 其 中 每 一 P, 是 X 的 遗传 闭 包 保持 的 闭 子 集 族 , P,P, 且 P, 的 每 一 元 是 XX 
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的 可 分 子 空间 . 对 于 每 一 nEN,， 置 P,=wP,,F,=P,、\P,, 其 中 Fj= 包 .那么 P,> 是 和 X 的 
闭 履 盖 且 PP ,CCP ,，. 因为 X 是 k 空 间 且 PP 是 X 的 k 网 ,X 关 于 <P, > 具有 弱 拓 扑 ， 于 是 又 由 <P ,> 
控制 . 又 因为 X 是 Fréchet 空间 ,由 引 理 4.2.5, <F , > 是 X 的 遗传 闭 包 保持 覆盖 . 定义 

F-{PNP, | :neN,PeP,j={F。: we 和 A)， 

Z=©®, ,dl(F, ), 

f:Z 一 XX 是 显然 映射 . 

易 验证 , 是 X 的 遗传 闭 包 保 持 履 盖 ， 于 是 f 是 闭 映射 . 对 于 每 一 w e 和 A ， 由 推论 4.1.5 和 引 
理 4.2.1， 存在 可 分 度量 空间 M 。 和 闭 映 射 g。:M。 一 clFE。). 定义 M= 昌 ,,M， 


g=fo ( 鳃 ,ga):M 一 X. 则 8g 是 从 局 部 可 分 度量 


三 区 
量 衬 


到 


间 的 闭 映 象 .四 


4.3 ”控制 族 与 闭 映射 


空间 的 遗传 闭 包 保持 的 闭 覆 盖 


和 周 浩 旋 [1985/86] 讨 论 了 由 度 


] 族 控 盾 
问题 4.3.1 
族 控制 ? 


nl 
[i 
上 


Tanaka 和 周 浩 旋 [1985/86] 构 造 了 反例 否 


中 的 习 


空间 理论 


上 外 . 1983 年 


是 控 人 


音量 空 


判 族 . 用 探 人 


出 族 来 刻画 Lasnev 空 


量 空间 族 控 


FT. Miwa(Tanaka 和 周 浩 旋 [1985/86]) 曾 提出 下 3 


里 


制 的 广义 度量 空间 的 可 度 


述 问题 


量 衬 | 


设立 是 度 


要 位 置 ， 进 一 步 探讨 Miwa 问题 是 


族 控制 的 充 要 条 件 是 一 个 有 趣 的 问题 . 这 是 本 节 介 引 


申 是 1 


FE 规 度量 空 


s 间 ]， 


它 可 以 刻画 


引 理 4.3.2 
证 明 . t 


是 讨论 “ 任 一 闭 映 象 是 由 度 


设 空间 X 由 度 划 


引 理 4.2.5, {F。 


画 为 任 


Bb 么 Lagnev 


洽 


定 了 Miwa 问题 . 由 于 控 旬 


的 第 一 部 分 内 容 . 


闭 映 象 是 可 度量 空 


间 ( 定 


空间 族 控 


5 


i223 


取代 


间 X 由 度 


族 控 制 ， 则 X 


: CC <4} 控 


量 空间 ”的 特征 
具有 Go 紧 有 限 k 网 . 


得 
Ls 


上 


制 的 


邻居 UF, 则 F 是 X 的 o 紧 有 限 上 网 . 上 
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性 质 . Lasnev 空 


空间 Y/B 是 否 由 


很 有 意义 的 ， 如 寻求 Lasnev 空 


与 Miwa 问题 相关 的 另 一 
里 1.3.4)， 本 节 的 第 二 部 分 内 


空间 M 到 X 上 的 闭 映 射 ， 于 是 X 是 局 部 可 分 度 


空间 更 具有 一 般 性 . Tanaka 


间 未 必 


度 


制 族 在 CW 复 形 及 广义 度量 


国 . | 


度量 空间 


间 


态 | 


度量 空间 


制 . 令 F0=Po, Fs =Ps。 NU,jsP,,0<a <4. 


: <} 是 X 的 紧 有 限 覆 盖 . 对 于 每 一 w < 14, 让 3F. 是 F, 的 o 紧 有 限 k 网 


定理 4.3.3(Tanaka[1987a]) 设 空间 X 由 度量 空间 族 控制 , 则 X 是 度量 空间 当 且 仅 当 X 不 含 


nl 


有 闭 子 空间 同 胚 于 S, 和 S,. 


证 明 . 只 须 证 明 充 分 性 . 设 空间 X 由 度量 空间 族 控制 且 X 不 含有 闭 子 空间 同 胚 于 S, 和 S,， 


引 理 4.3.2 和 推论 2.1.11, X 是 第 一 可 数 空间 . 由 引 理 4.2.5, X 具有 遗传 闭 包 保 持 的 可 度量 的 闭 


履 盖 ,于 是 X 是 度量 空间 的 闭 映 象 ， 再 由 定理 1.3.3, X 是 度量 空间 . 国 


引 理 4.3.4 让 P 是 空间 X 的 星 可 数 覆 盖 , 则 PUU,_、P，， 其 中 每 一 PP 是 可 数 的 . 令 


X。=JP。， 那么 


(DX。 个 Xp 半 名 当 且 仅 当 g = PB. 


(2) 若 必 是 X 的 wes* 网 ， 则 每 一 必 , 是 义 。 的 可 数 k 网 . 


(3) 设 忆 是 X 的 k 网 , 则 {X。: ce 和 A} 是 紧 有 限 的 . 若 X 是 空间, 则 {X。: a e 人} 是 


弱 遗 传 闭 包 保持 的 . 若 X 是 正则 的 k 空间 ， 则 对 于 每 一 可 数 的 CcC A 存 在 A 的 可 数 子 集 使 得 


cl (UrX, )CS U,sX, 


证 明 . 设 P={P，: ye 0 } 是 空间 X 的 星 可 数 履 盖 . 对 于 y,0 < Q, 定义 y ~ 6 当 且 仅 当 存 


在 Pi,P，,…,P，s 刀 使 得 P,， 和 Pi 他 , ,PP 二 何 ,PP 生僻. 由 这 定义 的 ~ 是 


itl 


Q 上 的 等 价 关 系 , 于 是 指标 集 Q 被 分 解 为 两 两 互 不 相交 的 可 数 子 集 之 并 U。。 9 。. 对 于 每 一 


QeA, 让 P={P，: yeEQ,}. 则 ZU ,Ps 且 每 一 PP 是 可 数 的 . 显然 ,X。 丫 Xp 天 如 当 


7 


上 且 仅 当 c = B . 若是 X 的 wes* 网 ,那么 对 于 每 一 g e 人,P。 是 X, 的 可 数 wes* 网 , 这 时 P。 也 


是 X。 的 可 数 网 ， 所 以 X。 的 每 一 紧 子 集 是 第 一 可 数 的 , 由 引 理 2.1.6, P， 是 X ,的 k 网 .下 面 证 明 


(3) 成 立 . 


设 P 是 X 的 k 网 . 让 K 是 XX 的 紧 子 集 ， 存在 P 的 有 限 子 族 P? 有 Kc JP 记 P'={P, :i<n}. 


对 于 每 一 P,,， 存在 X。 使 得 P; CX。, 因此 KcU;,,X。. 由 (1), 对 于 每 一 we A\{co， :i<n), 


i<n 


K 与 X。 不 相交 , 所 以 {XX 。: we A 人} 是 紧 有 限 的 . 从 而 当 X 是 k 空间 时 , {Xx。 : w e A } 在 X 中 


是 弱 遗 传 闭 包 保持 的 . 
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设 X 是 正则 的 k 空间 . 让 工 是 A 的 可 数 子 集 ， 为 证 明 的 简明 起 见 , 记 cl (UsrXs)=[T],. 


设 对 于 人 A 的 任 一 可 数 子 集 了 ，[T], ZY UssX。， 则 可 选取 A NT 的 子 集 {1 。: g < wi} 和 XX 


的 子 集 A={x。: Q < Wi } 使 得 每 一 x。eX， 站 [了],, 且 当 w 关 有 时 有 Asv 关 Hp. 那么 A 是 


X 的 离散 子 集 ， 于 是 对 于 每 一 w <@w, 存在 x。 的 邻 域 U 。 使 得 cl(U 。) 八 A={x。},， 且 存 在 


U;.rXs 中 的 序列 {x } 收 敛 于 x。. 因为 姑 是 k 网 , 于 是 又 存在 P。e User Ps 使 得 P。cC U。 且 


P。 含有 序列 {x w } 的 无 限 项 , 因此 clP 。) 和 Au。 ={x。 }, 特别 地 当 @ 关 有 时 有 Ps。 Pp, 这 与 


UserPs 的 可 数 性 相 矛 盾 . 国 


形 如 引 理 4.3.4 的 {fP。: CEA} 或 区 。: Qe A]} 分 别称 为 尼 或 X 的 星 可 数 分 解 . 由 引 理 


4.3.4， 具 有 星 可 数 Kk 网 的 空间 具有 Ga 紧 有 限 k 网 ， 具 有 星 可 数 k 网 的 K 空 间 具有 a 弱 遗 传 闭 包 保 
持 k 网 . 


下 述 定理 完满 地 回答 了 问题 4.3.1, 为 了 定理 证 明 的 方便 , 我 们 引用 McCoy Ntantu[1988] 的 


下 述 术 语 : 空间 X 的 覆盖 姑 称 为 X 的 K 履 盖 , 若 X 的 每 一 紧 子 集 含 于 的 菜 元 中 . 


定理 4.3.5( 林 寿 [1997b]; Tanaka， 周 浩 旋 [1985/86]) ” 设 f:Z 一 XX 是 闭 映 射 ， 其 中 乙 是 度量 空间 ， 
则 下 述 条 件 相互 等 价 : 
(D X 由 度量 空间 族 控制 


(2) X 有 遗传 闭 包 保持 的 可 度量 的 闭 窗 盖 . 


(3)X 有 Ga 遗传 闭 包 保持 的 可 度量 的 闭 k 网 . 


(4)f 满 足 


Wh 


(a) 每 一 0f-!1(x) 是 Z 的 局 部 紧 子 集 . 


(b) {xeX: Of 1(x) 不 是 Z 的 紧 子 集 } 是 X 的 离散 子 集 . 


证 明 . 由 引 理 4.2.5 知 (1) 仿 2). 


(2) 一 (4). 设 X 有 遗传 闭 包 保 持 的 可 度量 的 财 履 善 姑 记 人 PP。: Qe A}. 先 证 明 f 满足 


条 件 (a). 对 于 每 一 ze 6f (x), 让 <V, > 是 z 在 Z 中 递减 的 局 部 基 , 则 某 个 KV , ) 含 于 人 的 有 限 子 


中 


的 并 中 .否则 ,存在 X 中 的 序列 {x, } 和 人 的 子 集 < cu > 使 得 每 一 x , sfV,)P。 人 UP 


i<n Qi;? 


122 


从 而 <x, > 是 X 的 离散 子 集 且 序列 {x, } 收 敛 于 x, 矛盾 . 因此 , 存在 me N 和 和 A 的 有 限 子 集 人 "使 


得 VSU fnP). 于 是 V, mof- oocU 


eA Of- (x), 其 中 f =f 由 定理 1.3.3， 


每 一 Mf 0) 是 X 的 紧 子 集 ， 故人 f(x) 是 局 部 紧 的 . 


其 次 ,证 明 f 满 足 条 件 (b). 令 D={xeX : (加 ,不 是 有 限 的 }. 由 引 理 4.1.3 的 (3.1), 对 于 XX 的 


任 一 紧 子 集 K, KMD 是 有 限 集 . 因为 X 是 k 空间, 所 以 D 是 XX 的 离散 子 集 . 要 证 f 满 足 条 件 (b) 


只 须 证 {xeX : 6f” (Co 不 是 Z 的 紧 子 集 }cCD. 车 xe XND, 那么 (P) ,是 有 限 的 , 令 V=XN 


UJ {PeP :xgP), 则 V 是 x 在 X 中 的 开 邻 域 V 且 VcCU(D,, 所 以 V 是 X 的 第 一 可 数 的 开 子 


J 


A 


, 因此 义 在 x 具有 可 数 的 局 部 基 ， 由 定理 1.3.3，6f ”7 (x) 是 Z 的 紧 子 集 . 故 (b) 成 立 . 


(之 G). 设 f 满 足 条 件 (a) 和 (b). 由 引 理 1.3.2, 不 妨 设 f 满 足 


(5.1) 每 一 全 (是 Z 的 局 部 紧 子 集 . 


(5.2) {xsX:f CO 不 是 Z 的 紧 子 集 } 是 X 的 离散 子 集 


L={xeX:f (Co 不 是 Z 的 紧 子 集 }={x。: wC <4},F,=f (x,), ac <4. 


那么 


(5.3) 若 每 一 FE。 是 Z 的 Lindelof 子 空间 , 那么 存在 X 的 可 度量 的 递增 的 闭 覆 盖 <D , > 使 得 


<D, > 是 X 的 天 才 盖 . 


对 于 每 一 & < 4, 由 于 F。 是 Z 的 局 部 紧 的 Lindelof 子 空间 存在 F。 的 递增 的 紧 履 盖 <K 。> 


使 得 <K" > 是 F, 的 K 覆盖 . 由 工 的 离散 性 及 Z 的 可 度量 性 , 存在 Z 的 离散 开 子 集 族 {G。 : 


Q < 4 1} 使 得 每 一 F,。 CG, . 设 d 是 Z 上 的 度量 , 对 于 FCZ,neN, 记 S,(F)={zeZ:d(z, 刀 <1/n}. 


G”=G, MS,(F, NK'),neN, a < 
Z,=ZNU, G66,D, ={(2,), 


f, =f yz . 乙 ， 一 了 


n° 
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那么 <Z, > 是 乙 的 递增 的 闭 覆 盖 , f, 是 闭 映射 , 于 是 <D,, > 是 X 的 递增 的 闭 覆 盖 且 对 于 每 一 xeD， 


有 


ee K*\G"， 存 在 a < 4 使 得 x = x, 
Xx)= 
f(x)MZ,, xeD,\L ， 


从 而 纪 是 完备 映射 , 所 以 D, 是 X 的 可 度量 子 空间 . 若 存在 X 的 紧 子 集 K 使 得 每 一 D , 力 K, 则 


存在 KK 的 序列 {x, } 使 得 每 一 x，EKNND ,， 这 时 <x, > 是 紧 度 量 空间 K 的 无 限 子 集 于 是 存在 {x ，] 


所 


A 


的 子 序 列 {x } 收 全 于 中 的 某 点 x 且 所 有 的 x 二. 对 于 每 一 meN,D ,, "<x ,> 是 有 限 和 


以 存在 inwsN 使 得 当 i>i,; 时 有 x, eXND,，CfUiG%) 从 而 存在 


zi ef71(x, ) (Us G”). 由 引 理 22.3, {z,} 存在 收敛 的 子 序 列 , 设 z 是 {z; } ;。， 的 一 个 到 


点 ,那么 zef 7 (x) cl(U 


vi G”) 由 于 {G”: ga<X4} 是 Z 的 离散 集 族 , 于 是 


cl(U ,iG”)=U ,cl(G”), 所 以 存在 w <4 使 得 zecl(G”)CclS,(F, NK”)cS, IE 、 


K”), 从 而 有 p,, eF, NK” 使 得 d(z,p,)<1m-]). 又 由 于 G ”CG”CG,, 对 于 任意 的 meN,， 


a 是 固定 不 变 的 . 这 时 序列 {p, } 收 化 于 zeF,， 因 此 对 于 某 个 neN 有 [p,]CK"”， 了 矛盾 . 故 


<D, > 是 X 的 K 履 盖 . 


现在 , 对 于 w<4, F。 是 Z 的 局 部 紧 的 可 度量 子 空间 ,于 是 FE。 具有 由 Lindel6f 子 空间 组 成 


的 星 可 数 开 覆盖 . 由 引 理 4.3.4,F。 可 表 为 Lindel6f 子 空间 的 拓扑 和 , 记 F。=@ ,LL 


CQ ， 


其 中 每 一 


LA 是 Lindelsf 的 . 这 时 {LA : w<4，p8 <y} 是 Z 的 离散 闭 集 族 ,于 是 存在 乙 的 离散 开 子 集 族 


{Gh : CC<4，B8 <y } 使 得 每 一 Lc G2. 置 


Sd OU cela Be 
pb 
Z,=cZNU ,a Go ),X, =f(2, ), 


那么 (Z。: B <y} 是 Z 的 局 部 有 限 的 闭 覆 盖 .fs 是 闭 映射 ,于 是 {X 。: B <y} 是 X 的 遗传 闭 
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包 保持 的 闭 覆盖 上 且 对 于 每 一 xe Xp 有 


L4 ,存在 a < 4 使 得 x = x 


f,) (x)= 
(fg) (Xx) | f-1(x) MZ 


p， XEX 


i 


从 而 (fp) (xX) 是 Zs 的 Lindel6f 子 空间 . 由 (5.3),X 5 存在 可 度量 的 闭 覆 盖 <D > 使 得 :D> 是 Xp 


的 KK 覆盖 . 由 于 DD 


是 可 度量 空间 , 让 U 


是 D5 的 局 部 有 限 集 族 . 置 ”=Ug。， 


保持 的 闭 集 族 . 再 置 HeU ,oy HZ””. 


(5.4) 多 是 X 的 k 网. 


对 于 玉 CU,， 绒 


nm HB.mMNn > 日 .DN Mm m+l n,m 
men Bp” 是 Dg 的 闭 k 网 , 其 中 每 Bp SBp” 且 2 


EBp ,那么 多 ”是 X 的 由 可 度量 子 空间 组 成 的 遗传 闭 包 


中 KK 和 UD 分 别 是 X 的 紧 子 集 和 开 子 集 . 置 D={xeK:{X : B <y} 在 x 不 


是 点 有 限 的 }. 因为 {Xp : BB <7Y} 是 X 的 遗传 闭 包 保持 的 闭 窗 新， 由 引 理 4.1.3 的 (3.1),D 是 有 限 


1 


KMXs CUB, CU. 令 ZH=U 


i<j 


遗传 闭 包 保 持 的 可 度量 的 闭 k 网 . 
(3) 汪 3. 设 X 有 Ga 遗传 团 包 保持 的 可 度量 的 朵 kk 网 . 由 定理 4.2.6 的 (3) 一 (D 的 证 明知 ，X 
有 遗传 闭 包 保持 的 可 度量 的 闭 覆 盖 . 国 


推论 4.3.6 若 立 是 度量 空间 , B 是 Y 的 财 子 集 , 那么 Y/B 由 度量 空间 族 控制 当 且 仅 当 6B 是 


Y 的 局 部 紧 的 子 空 | 


.四 


定理 4.3.7(Siwiec[1976]; Tanaka， 刘 川 [1999]) 


么 下 述 条 件 相 互 等 价 : 


(1) X 由 度量 空间 的 可 数 族 控制 . 


(2)X 有 Ga 局 部 有 限 的 可 度量 的 闭 k 网 . 


(3)X 有 点 可 数 的 可 度量 的 闭 k 网 . 


五 


(4)X 有 点 


(5)f 满 足 
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集 上 是 {KMXs ND : B <y} 是 有 限 族 , 于 是 存在 有 限 个 B, <y 使 得 KcCU; Xs. 对 于 i<j, 存 


在 nieN 使 得 KMXpscDgp, 于 是 存在 m,eN 和 有 8 ”的 有 限 子 族 如 ,使 得 


加, ,那么 :是 多 的 有 限 子 族 且 KKC UU 了 FH'CU. 故 X 有 Go 


设 fZ 一 X 是 财 映 射 ， 其 中 乙 是 度量 空间 ,， 那 


] 数 的 可 度量 的 cs* 网 且 {xeX: 6f- (Co 不 是 Z 的 紧 子 集 } 是 X 的 离散 子 集 . 


(a) 每 一 0f GO 是 Z 的 局 部 紧 的 Lindel6f 子 集 . 


(b) {xeX: 9f-1 Co 不 是 Z 的 紧 子 集 } 是 X 的 离散 子 集 . 


证 明 . (1) 过 (2). 设 空间 X 由 度量 空间 的 可 数 族 控制 ,由 引 理 4.2.5, X 具有 遗传 闭 包 保持 的 可 


度量 的 闭 覆 盖 <X, >. 设 P, 是 XX, 的 o 局 部 有 限 的 闭 k 网 . 由 定理 4.3.5 的 (5.4) 的 证 明知 ， 


人 和信 


U,,X, > 是 X 的 K 覆盖 , 于 是 UU,_yP, 是 


X 的 o 局 部 有 限 的 可 度量 的 闭 k 网 . 


(2) 过 (4). 设 空间 X 具有 c 局 部 有 限 的 


网 . 由 定理 4.3.5, {xEX: 60f (Co 不 是 Z 的 


可 度量 的 闭 k 网 . 显然 ,X 具有 点 可 数 的 可 度量 的 cs* 


紧 子 集 } 是 XX 的 离散 子 集 . 


(4) 沪 (3). 设 空间 X 有 点 可 数 的 可 度量 


的 离散 子 集 . 由 引 理 1.3.2, 不 妨 设 L={xe 


的 cs* 网 允 且 {xeX : 6f” (oO 不 是 Z 的 紧 子 集 } 是 和 X 


X : f- (x) 不 是 Z 的 紧 子 集 } 是 X 的 离散 子 集 . 让 


L={x 。: 0 <4}, 那么 存在 X 的 离散 


子 集 族 {V。: Qa <4} 使 得 每 一 x, eV,，. 令 


{cl(PAV,):x, ePeP 0 <X4}U {ZNS, (10):neN}. 则 3 是 X 的 点 可 数 的 闭 履 证 . 


首先 , 证 明 2 的 每 一 元 是 可 度量 的 . 对 于 每 


neN, 若 xeXNL, 则 fc 是 Z 的 紧 子 集 ， 由 定 


理 1.3.3, XL 的 子 集 f(ZNS, (f(D))) 是 可 度量 的 . 对 于 每 一 x。e Pe 允 若 xeclPMV。), 如 


果 xzx。， 那么 f”(x) 是 Z 的 紧 子 集 , 于 是 x 在 子 空间 clPAV。) 中 具有 可 数 局 部 基 ; 如 果 x=x,， 


具有 可 数 局 部 基 . 因此 clPV。 ) 也 是 可 度 


那么 x 在 子 空间 PV。 中 具有 可 数 局 部 基 ， 因为 X 是 正则 空间 , 所 以 x 在 子 空间 d(P AV,) 中 


量 的 . 其 次 , 证 明 多 是 X 的 cs* 禾 盖 . 设 {x, } 是 X 中 


收敛 于 茶点 x 的 序列 . 由 引 理 1.4.2, 存在 Z 中 收敛 于 茶点 z 的 序列 {z, } 使 得 {f(z, )} 是 {x,} 的 子 


序列 且 x=f(z). 若 存在 w< 4 使 得 x=x。 ， 


则 存在 PeP 使 得 {f(z, )} 的 某 个 子 序列 是 终于 


dl(PAV,) 的 . 车 xeXNL, 那么 存在 ne N 使 得 ZNNS ,GD) 是 z 的 闭 邻 域 , 于 是 序列 {f(z , )] 


是 终于 f(ZNS, (f(D))) 的 . 故 了 是 的 cs* 宪 羡 . 


令 天 {F。: B eT}. 对 于 每 一 B eT 


,让 Fg 是 Fj 的 点 可 数 的 闭 cs* 网 . 再 令 G=U per 了 Fp， 


引 理 2.1.6, 9G 是 X 的 k 网. 


则 G 是 X 的 点 可 数 的 可 度量 的 闭 cs* 网 .1 


(3) 党 G). 设 空间 X 具有 点 可 数 的 可 度 


量 的 闭 k 网 
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首先 , 证 明 每 一 69f (x) 是 Z 的 Lindel6f 子 空间 . 若 不 然 , 则 存在 x, eX 使 得 6f (x ,) 不 是 忆 


的 Lindelsf 子 空间 , 于 是 存在 0f7 (x, ) 的 子 集 {x。: ww< oj} 以 及 X 的 离 子 集 族 ID 。 : 


0 < Oo]} 使 得 每 一 Xx。eD。. 对 于 每 一 a < oO, 若 V 是 X 中 含 xu 的 开 子 集 , 那么 f (VOD 。 


和 fx0) 关 名, 即 VmGD_ ) 和 xx) 基 也 ,于 是 xy EclE(D,)NN{xo)， 因为 X 是 Fréchet 空间 ， 


存在 f(D。 )N{xo} 中 的 序列 {x } 收 化 于 xo， 由 于 {clfD。) : <@|} 是 X 的 遗传 闭 包 保持 集 


族 ，{[xj] : & < @i} 是 X 的 遗传 闭 包 保 持 集 族 . 由 引 理 4.1.3 的 (3.1) 和 超 限 归纳 法 , 不 妨 设 


{<x,,> : X<Owi} 是 两 两 互 不 相交 的 集 族 . 这 时 , X 的 闭 子 空间 司 [x ] 同 胚 于 由 例 


Qa<o 


1.5.2,X 不 含有 闭 子 空间 同 胚 于 S。 .矛盾 . 故 每 一 0f (x) 是 Z 的 Lindel6f 子 空间 . 


其 次 ,证明 对 于 每 一 xeX，0 f(x) 是 2Z 的 局 部 紧 子 集 . 对 于 每 一 ze 6f 7! (x)，, 让 <V ,> 是 z 


在 Z 中 递减 的 局 部 基 , 于 是 {f(V , )} 是 x 在 X 中 递减 的 网 . 由 引 理 2.1.35， 8 满足 条 件 (A)， 从 而 存 


理 1.4.10 和 引 理 1.47，UG 是 x 在 X 中 的 令 域 , 因此 存在 


在 GZ eG” 使 得 xeint,(G'). 由 3 


meN 使 得 fvV,)cCcUG. 邻 GG={G。 :eA}), 则 V,cU,。f7(G,). 于 是 


Vi mof oOc Us AE GO, 其 中 ff =fi-e ) 由 定理 1.3.3, 每 一 6f (oO 是 X 的 紧 子 集 ， 故 


6f 一 (x) 是 局 部 紧 的 . 


最 后 , 证 明 {xeX: 0f7 (Xx) 不 是 Z 的 紧 子 集 } 是 X 的 离散 子 集 . 令 
C={xeX: 0f 1(x) 是 2Z 的 紧 子 集 }， 


D={xe X : 存在 (g), 的 有 限 子 集 {G。: w e 入 } 使 得 fc U 6f (x)}, 


E={xeX: 存在 G EG “使 得 xeint(G)}. 


显然 , D CC. 若 xeE， 则 存在 PEG 使 得 xeint(U GZ). 让 G=(G。: ae 和 人 A}, 那么 


of CoCUG)NfT(x)), 于 是 fcU 6f (x), 从 而 xeD, 即 EcD. 若 XNE 


不 是 X 的 离散 子 集 ， 由 于 X 是 Fréchet 空间 , 存在 XNE 中 点 组 成 的 序列 {x , } 收 敛 于 某 点 xe E, 于 


是 存在 X 的 开 子 集 列 {V, } 使 得 每 一 x, eV , 且 xg cl(V,). 让 (g) ,=<G, >, 并且 对 于 每 一 neN, 
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让 A,=V, NU G，，, 那么 x, ecl(A,), 于 是 xecl(U _VA,)， 从 而 存在 U vvA，, 中 的 序列 S 


收敛 于 


Of! (x) 不 是 Z 的 紧 子 集 } 也 是 X 的 离散 子 纹 


(9) 一 (). 由 定理 4.3.5 


x， 因 此 存在 ieN 使 得 G ,含有 序列 S 的 无 限 项 , 这 表明 xecl((U;_y A,) 丫 G,), 因而 对 


于 某 个 j<i 有 xecl(A ;), 故 xe cl(V ,), 矛盾 . 这 说 明 XNE 是 X 的 离散 子 集 , 所 以 {xeX : 


梁 


的 (5.3), X 存在 可 度量 的 递增 的 闭 履 盖 <D ,> 使 得 <D , > 是 X 的 K 鹤 六 ， 


于 是 和 关于 <D,> 具 有 弱 拓 扑 ， 从 而 X 由 <D ,> 控制 . 国 


问题 4.3.8” 设 f:Z 一 义 是 闭 映 射 ,Z 是 度量 空间 . 刻画 分 别 满足 定理 4.3.5 的 条 件 (a) 或 人 b) 的 空 


间 X. 
定理 4.3.9( 林 寿 [1997b]) 设 Z 是 度量 空间 ,下 述 条 件 相互 等 价 : 


二 


()Z 的 任 一 闭 映 象 由 可 度量 空间 族 控 和 


(2) 若 FE 是 Z 的 闭 子 得 
(3)Z 的 非 阪 立 点 集 是 


漆 


那么 OF 是 局 部 紧 的 . 
Z 的 局 部 紧 子 集 . 


(4) 乙 是 局 部 的 正规 度量 空间 . 


证 明 . 以 Z' 表 示 ZZ 的 


FE 孤立 点 集 . 


(一 (2). 设 F 是 Z 的 团子 集 , 让 gq 是 从 Z 到 ZWF 上 的 自然 商 映 射 , 则 gq 是 闭 映 射 ,于 是 ZF 


可 度量 空间 族 控制 . | 


推论 4.3.6 知 0F 是 Z 的 局 部 紧 的 子 空间 


一 cl(V , ) 不 是 忆 的 紧 子 集 . 由 归纳 法 可 选取 子 集 列 {V，} 以 及 每 一 cl(V ，) 的 可 数 离散 子 集 D ,使 


得 c(V jjM(Uj,D,)=% 


(2) 过 (3). 如 果 忆 不 是 局 部 紧 的 ,那么 存在 zeZ’ 及 z 在 Z’ 中 递减 的 可 数 局 部 基 <V , > 使 得 每 


. 置 D={z} U(U ;yD,), 则 D 是 Z 的 闭 子 集 . 由 于 D 不 含有 2Z 的 


孤立 点 且 以 z 为 唯一 聚 点 ， 
局 部 紧 的 . 


是 Z 的 孤立 点 ， 由 条 件 @) 知 存在 z 在 Z 中 的 开 邻 域 V 使 得 clV 人 ZI) 是 紧 子 集 . 置 


U=cl(VAZ)U(V NZ'), ¥ 


(3) 过 (4). 对 于 ze2Z， 


CATE 


所 以 6 D=D. 但 是 DD 不 是 ZZ 的 局 部 紧 子 集 ， 这 与 条 件 (2) 巴 盾 , 故 忆 是 


若 z 是 Z 的 孤立 点 ,那么 {Zz} 是 z 在 Z 中 的 可 正规 度量 的 邻 域 . 若 z 不 


b 么 U 是 z 在 Z 中 的 邻 域 , 往 证 U 是 正规 度量 空间 . 因为 V NZ 中 的 点 


定义 1.2.1 知 U 是 正规 度 


量 空 间 . 故 Z 是 局 部 的 正规 度量 空间 
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(4 党 (1). 设 Z 是 局 部 的 正规 度量 空间 ， 


局 部 有 限 的 闭 覆 盖 {Z。 


Qe 人, 置 X,=fZ_。), 由 定理 1.3.4, X。 是 


持 的 可 度量 的 闭 覆 盖 , 故 X | 


: Q e 人 } 使 得 每 一 Z, 是 


可 度量 空间 族 控制 . 


J 度量 空间 ， 从 而 {X 。 


度量 空间 , 于 是 Z 是 仿 紧 空间 ,从 而 ZZ 有 


E 规 度量 空间 . 让 fZ->X 是 闭 映射 . 对 于 每 一 


: Q eA} 是 X 的 遗传 闭 包 保 


Jayanthan，Kannan[1988] 证 明了 正规 度量 空间 还 可 刻画 为 “ 任 一 商 映 象 是 可 度量 的 空间 ”， 所 


以 下 述 问 题 是 入 


> 


让 w| 是 赋予 序 拓扑 的 可 数 序数 空间 . 对 于 a <@ ,让 Z,=[0, 0@], 忆 
令 Z- 四 2Z。, 则 Z 是 局 部 紧 的 度量 空间 , 于 是 


映射 ,那么 


(2) 定型 


紧 子 


族 控 制 ? 这 一 问题 的 回 


例 4.3.10 (1) 存在 局 部 的 正规 度量 空间 Z 使 得 


J 


答 是 否定 


自然 的 . 若 空间 X 是 局 部 的 了 


E 规 度量 空间 ,那么 X 的 任 一 商 映 象 是 否 由 度量 空间 


7 


的 . 


的 某 一 开 映 象 不 | 


是 开瑞 射 . 


站 ; (b) {xeX: 69f (Co 不 是 Z 的 紧 子 外 


Z 是 局 部 的 正规 度量 空间 . i 


内 为 @| 不 是 仿 紧 空间 , 所 以 &| 不 由 度 


度量 


空间 族 控制 |. 


站 } 是 X 的 离散 子 集 . 


量 空 间 族 控告 


E 4.3.5(4) 中 下 满足 的 两 条 件 (a) 和 (b) 是 相互 独立 的 ,其 中 (a) 每 一 Bf- Co 是 Z 的 


(10.1) 自然 商 映 射 f Q ”一 Q”/(QX {0}) 满 足 条 件 (b), 但 它 不 满足 条 件 (a). 


(10.2) 设 Z={(x, y)eR”:0<x<1,0<y<x} vy {(0, 0)}. 赋予 Z 通 常 的 欧 氏 拓扑 ， 则 乙 是 度量 


空间 . 令 X={(x,y)eR”:0<x<1,xgS1,0<y<x} UU {(x, 0) :xeS，}. 定义 fZ 一 X 使 得 
f((x, or| 


赋予 X 由 f 诱导 的 商 拓扑 ,那么 f 是 闭 


然而 , {xeX : 9f CoO 不 是 乙 的 紧 子 集 }j={ln : neN}X{0} 不 是 X 的 离散 子 集 ， 故 f 不 满足 条 件 


(b). 


(x,0), Xe 
(Xx, y), Xx € (0,1)\S, | 


易 验 证 ， 


宇 间 X 


有 点 可 数 的 可 度量 的 cs* 网 . 


(3) 存在 gf 可 数 空间 X 是 | 


如 例 1.5.6 中 的 空间 X.X 由 紧 度 量 空间 族 {I US 。: xe 了} 控 人 


紧 度量 


空间 族 控制 ,人 


(4) 引 理 4.3.4(3) 中 的 正则 性 是 必 不 可 少 的 . 
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一 加 


了 映射. 易 验 证 , 每 一 Of (x, y))=f (x, y))， 所 以 f 满 足 (a). 


是 X 不 是 g 可 度量 空间 . 


Ne 


如 例 1.5.8 中 的 半圆 盘 拓扑 空间 X. 秆 P={{p} : pelL} {B(gq, 1/n) 站 SS :9 的 两 个 4 


星 数 , ne N}， 则 允 是 X 的 星 可 数 k 网 ,于 是 由 必 确定 的 X 的 星 可 数 分 解 为 {S} UJ {{p}: 


于 cl,(S)=X， 从 而 不 存在 LL 的 可 数 子 集合 得 cl ,(S)CSU{x:xe2>}). 上 有 
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E 标 均 是 有 


peL}. 1! 


第 五 章 ” 关 于 星 可 数 履 盖 


可 分 度量 空间 的 商 映 象 或 度量 空间 的 商 s 映 象 都 有 简洁 的 内 在 特 和 


间 的 局 部 可 


具有 局 部 可 数 基 的 正则 空间 ， 也 等 价 于 


盖 是 研究 局 部 可 分 度量 空间 及 其 映 象 的 重要 工 


分 度量 空间 的 商 s 映 象 的 内 在 特征 是 一 个 十 分 有 趣 的 问题 
k 有 星 可 数 基 的 正则 空间 ,所 以 局 部 可 数 覆 盖 或 星 可 数 履 


4. 林 寿 [1995] 详 细 地 讨论 了 


局 部 


E. 寻求 作为 介 于 这 两 者 之 


可 分 度量 空间 等 价 于 


k 有 局 部 可 数 k 网 的 


空间 和 局 部 可 分 度量 空间 的 ss 映 象 . keda 和 Tanaka[1993] 较 早 研究 了 具有 星 可 数 k 网 的 空间 . 随 
数 k 网 空间 的 各 种 性 


后 , 刘 川 与 Tanaka[1996a, 1996b, 1996c, 1998a, 1998b] 广 泛 地 讨论 了 


有 星 可 


质 , 提出 了 不 少 问 题 ,， 有 力 地 促进 了 与 星 可 数 k 网 相关 的 广义 度量 空间 的 研 
Sakai[1997a，1997b] 继 承 了 他 们 的 一 些 工 作 ， 获 得 了 星 可 数 履 盖 及 局 部 可 分 度量 空间 闭 映 象 的 知 


究 . 紧 接着 


干 优美 结果 , 如 证 明了 其 有 


(定理 5.2.2). 本 章 旨 
要 条 件 . 


星 可 数 k 网 的 正则 的 k 空间 等 价 于 由 且 N, 空间 族 控制 的 正则 空间 


在 介绍 这 方面 的 结果 ， 同 时 利用 点 可 数 获 善 民 


5.1 cs 网 与 局 部 可 分 度量 空间 的 映 象 


LE 论 探讨 乘积 空间 是 k 空间 的 充 


本 节 讨 论 局 部 可 分 度量 空间 的 商 s 映 象 、 序 列 履 盖 的 商 s 映 象 以 及 它们 的 分 解 定理 ， 乘积 空 
间 的 k 空 间 性 质 ( 刘 川 , Tanaka[1996b]; Shibakov[1995a]; Tanaka[1997]), CW 复 形 的 映射 性 质 ( 刘 川 ， 


Tanaka[1996c]) 等 与 此 有 关 . 1924 年 Alexandroff 就 已 把 


拓扑 和 (Engelking[1977] 的 4.4.F), 1956 年 A. H. Stone 研究 了 


局 部 可 分 度量 


z 间 的 开 


局 部 可 分 度量 空间 分 解 为 可 分 度量 空间 的 


s 映 象 与 商 s 


映 象 的 度量 化 问题 (Engelking[1977] 的 4.5.17 和 4.5.18). 作为 介 于 可 分 度量 空间 和 度量 空间 之 间 的 


可 分 度量 空间 的 简单 


局 部 可 分 度量 空间 的 商 s 映 象 我 们 仅 获 得 一 个 较 复杂 的 内 在 刻画 , 寻求 局 部 
的 商 s 映 象 的 内 有 刻画 还 是 一 个 尚未 解决 的 问题 (XI 川 , Tanaka[1996b]; Tanaka, 夏 省 袜 
的 关于 度量 空间 商 s 映 象 的 一 个 一 般 性 问题 . 
性 质 @ 的 度量 空间 的 商 s 映 象 当 且 仅 当 X 


此 相关 的 是 Velichko[1988] 提 昌 
问题 5.1.1 寻求 拓扑 性 质 四 使 得 空间 X 是 


有 


既是 中 空间 又 是 度量 空间 的 商 s 映 象 . 


上 述 问题 反映 了 寻求 一 类 1 


Els 


» 


映射 所 刻画 空间 的 分 解 性 质 . 本 节 将 围绕 问题 5.1.1 介 


f [1996])， 与 


局 部 可 


分 度量 空间 的 映 象 , 给 出 了 局 部 可 分 度量 空间 的 伪 序 列 覆 盖 s 映 象 、 序 列 覆 盖 s 映 象 、 商 s 映 象 


和 闭 s 映 象 的 内 在 刻画 ,阐述 这 些 映 射 与 确 
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和 定 的 星 可 数 覆 盖 的 关系 . 


Eay 


天 


引 理 2.3.1, 度量 空间 的 商 映 象 也 是 局 部 可 分 度量 空间 的 商 映 象 , 由 于 存在 非 局 部 可 分 的 
度量 空间 ， 下 述 引 理 说 明度 量 空间 的 商 s 映 象 未 必 是 局 部 可 分 度量 空间 的 商 s 映 象 . 


引 理 5.1.2 若 空 间 X 是 局 部 可 分 度量 空间 的 商 s 映 象 , 则 X 的 每 一 第 一 可 数 的 子 空间 是 局 
部 可 分 的 . 
证 明 . 设 X 是 局 部 可 分 度量 空间 的 商 s 映 象 , 则 X 其 有 由 cosmic 子 空 间 组 成 的 点 可 数 的 cs 


网 色 不 妨 设 X 是 第 一 可 数 的 . 由 引 理 2.1.5, G 满足 条 件 (A). 对 于 每 一 XeX, 存在 FesG ”使 得 


xeint,(w 多 . 由 引 理 1.4.10 和 引 理 1.4.7，UF 是 x 在 X 中 的 邻 域 , 而 UF 也 是 X 的 可 分 子 空间 . 


所 以 ,X 是 局 部 可 分 的 . 国 

定理 4.2.6 表明 空间 X 是 局 部 可 分 度量 空间 的 闭 映 象 等 价 于 X 是 度量 空间 的 闭 映 象 量 X 的 
每 一 第 一 可 数 的 闭 子 空间 是 局 部 可 分 的 空间 . 关于 问题 5.1.1, 我 们 有 

猜想 $.1.3( 林 寿 ， 刘 川 ， 戴 牧民 [1997]) ”空间 X 是 局 部 可 分 度量 空间 的 商 s 映 象 当 且 仪 当 X 
是 度量 空间 的 商 s 映 象 且 X 的 每 一 第 一 可 数 的 子 空间 是 局 部 可 分 的 . 


丁 的 第 一 个 结果 是 刻画 局 部 可 分 度量 空间 的 商 s 英 象 . 设 忆 是 空间 X 的 子 集 族 , {x, } 是 X 


A 


中 收敛 于 x 的 序列 . 必 称 为 {x , } 的 cs 网 , 若 品 是 XX 中 含 x 的 开 子 集 ， 则 存在 Pe 了 使 得 {x, } 是 终 


于 P 的 且 PCU. 了 Pp 称 为 {x, } 的 cs* 网 , 若 U 是 XX 中 含 x 的 开 子 集 ， 则 存在 Pe 了 PP 使 得 {x, } 的 菜子 


序列 是 终于 P 的 有 PCU. 
定理 $.1.4( 周 丽 珍 [1999]) 对 于 空间 X， 下 述 条 件 相互 等 价 : 
(1) 义 是 局 部 可 分 度量 空间 的 伪 序 列 覆盖 s 映 象 . 
(2) XX 是 局 部 可 分 度量 空间 的 子 序列 覆盖 s 映 象 . 


(3)X 具有 点 可 数 履 盖 { 芭 。: a e 人 }, 其 中 每 一 XX ,具有 可 数 网 必 ， 满足 : 对 于 X 中 任 一 收 


敛 序列 $ 存在 B e A 使 得 尼 p 为 $ 的 某 子 序列 的 cs 网. 


(4) X 具有 点 可 数 履 盖 {X。: C e 人 }, 其 中 每 一 Xs。 其 有 可 数 网 必 , 满足 : 对 于 X 中 任 一 收 


敛 序列 $ 存在 A'e A“ 使得,_,.P, 是 S 的 cs* 网 . 


证 明 . (1) 寺 2), G) 一 (4 都 是 显然 的 . 


(0) 之 G). 设 X 是 局 部 可 分 度量 空间 M 在 子 序列 覆盖 s 映射 f 下 的 象 , 由 引 理 4.3.4， 


M= 田 ,M 。， 其 中 每 一 M 是 可 分 的 度量 空间 . 对 于 每 一 a eA, 让 2B。 是 M, 的 可 数 基 ， 
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X ,=fM, ), PP ,=f(B,), 则 X。: weA} 是 和 的 点 可 数 履 盖 日 每 一 Pu。 是 XX 的 可 数 网 . 对 于 


X 的 任 一 收敛 序列 S, 存在 M 的 收敛 序列 T 使 得 fT) 是 $ 的 子 序列 . 因为 U,_、3B。 是 M 的 基 , 所 


以 存在 Be 人 使 得 人 5 是 是 f(T) 的 cs 网 . 


(4) 一 (). 设 空 间 X 具有 点 可 数 履 盖 {VX。: Qe A }, 其 中 每 一 X。 具有 可 数 网 允 ， 满足 : 对 


于 XX 中 任 一 收敛 序列 S 存在 A’e A “使 得 U ,Ps 是 S 的 cs* 网 . 因为 U ,Ps 是 X 的 点 可 


数 cs* 网 ， 由 引 理 1.3.7, 不 妨 设 对 于 X 中 的 任 一 收敛 序列 S, 存在 A*e A “使 得 SCU aX 


且 U ,Ps 是 S 的 cs* 网 . 对 于 每 一 we 人 , 设 X。eP,={Pp : PB eT,}, 芽 ,是 可 数 的 , 且 


不 妨 设 对 于 az#xeA,TT, 人 TT,=. 令 工 = wuA 工 。， 赋 予 工 离散 拓扑 ， 置 


M={B=(pB,)eT”: 存在 A'e 和 人 “及 a e A' 使 得 Pp =X。, <Po>cU <P > 是 


eA'PD 


久 中 某 点 x(B ) 的 网 }， 则 M 是 度量 空间 . 作 f:M 一 X 使 得 f 6)=x(B), 由 引 理 1.3.8, 易 知 f 为 s 


映射 . 结合 下 述 的 (4.1) 和 (4.2), 说 明 X 是 局 部 可 分 度量 空间 的 伪 序 列 覆 盖 s 映 象 . 
(4.1) M 是 局 部 可 分 的 空间 . 


设 B=(PB;)eM, 则 存在 A'*e A“ 及 Q e 人 ' 使 得 Pp =X。, <Pp>CU nFPs. 令 


Mj,={7=(7y;)eM : yo=P,, Sb, > sD 则 Mg 为 M 中 含 B 的 开 子 集 , 量 


Mp C(U ,AT 。)”, 从 而 My 是 可 分 的 ,因此 M 是 局 部 可 分 的 度量 空 


(4.2)f 是 伪 序列 覆盖 映射 . 


设 S$ 是 X 中 的 任 一 收敛 序列 , 则 存在 A'e A “使 得 SCU ,Xs。 且 U ,Ps 是 S 的 cs* 


网 . 由 引 理 1.3.8, 存在 M 的 紧 子 集 工 使 得 f(L)=S， 于 是 f 是 伪 序 列 覆 盖 映 射 . 目 
推论 $.1.$( 林 寿 ， 刘 川 ， 戴 牧民 [1997]) ”对 于 序列 空间 X, 下 述 条 件 相互 等 价 : 
(1) XX 是 局 部 可 分 度量 空间 的 商 s 象 . 


(2)X 具有 点 可 数 履 善 {X。: a e 人 }, 其 中 每 一 X。 具 有 可 数 网 必 ， 满足 : 对 于 XX 中 任 一 收 


敛 序列 $ 存在 B e A 使 得 刀 p 为 $S 的 菜子 序列 的 cs 网 . 


(3) X 具有 点 可 数 履 盖 {X。: a e 人 }, 其 中 每 一 X。 具有 可 数 网 PP。 满足 : 对 于 X 中 任 一 收 
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全 序列 S 存在 A*'e A “使 得 U ,Ps 是 S 的 cs* 网 国 


下 面 讨论 局 部 可 分 度量 空间 的 序列 覆盖 的 商 s 映 象 的 刻画 . 我 们 在 2.2.8 中 已 定义 了 序列 可 
分 性 ， 并且 证 明了 在 序列 可 分 空间 中 具有 确定 点 可 数 cs* 网 的 空间 具有 可 数 网 . 易 验 证 , 映射 保 
持 序 列 可 分 性 ,每 一 可 分 的 Fréchet 空间 是 序列 可 分 空间 , 但 是 可 分 的 序列 空间 未 必 是 序列 可 分 
空间 ( 例 1.5.4 和 引 理 2.2.9)， 下 面 证 明 序列 可 分 空间 有 与 cosmic 空间 相 类 似 的 映射 刻画 

定理 $.1.6( 林 寿 ， 燕 鹏 飞 [2001a]) 对 于 空间 X, 下 述 条 件 相互 等 价 : 

(1) XX 是 序列 可 分 空间 . 

(2) 义 是 第 一 可 数 的 可 分 空间 的 映 象 . 

(3)X 是 可 展 的 可 分 空间 的 映 象 . 


证 明 . 显然 , 3) 一 (2) 之 (1). 


E 


(1) 过 (3). 设 (X, 工 ) 是 序列 可 分 空间 ,由 于 每 一 可 数 空间 是 可 数 离散 空间 的 映 象 ， 不 妨 设 X 


是 不 可 数 空间 . 让 D=<d, > 是 X 的 可 数 的 序列 稠 子 集 . 对 于 每 一 xcX, 取 定 S ,=<d ,> CD 使 


得 序列 S ,在 X 中 收敛 于 x. 如 果 xe D, 不 妨 设 每 一 d。, =x; 如 果 xeXND, 不 妨 设 <d ,> 的 各 


项 是 两 两 互 不 相同 的 . 集合 X 的 新 拓扑 7 定义 如 下 : 对 于 每 一 xeUCX, U 是 xx 在 X，7 的 邻 


域 当 且 仅 当 对 于 某 个 msN 有 {fd,:n>mjcU. 那么 Fr "是 X 上 的 拓扑 . 


(6.1) 7 ?是 可 分 ， 局 部 紧 且 T, 的 空间 . 


D 是 7 的 可 数 稠 子 集 ,， 并 且 对 于 每 一 xEX, meN, {x} UU fd:n>m} 是 x 在 Cr 7) 中 的 紧 


邻 域 . 


(6.2) 7 是 可 展 空间 . 


不 妨 设 UU{S ,:xeX\D}=D. 对 于 每 一 ne N, 置 


F ,={di:isn}j,U ={{x} J (S, \F,):xeX\D}U {{x}:xeF,}. 


则 2, 是 X 的 开 履 盖 且 对 于 每 一 XeX， 


{x}U(S. \F,), xe X\D 


,ZU )= 
9 .| {x} ,XEP 


于 是 <st(x, UW, )> 是 x 在 (X, 7 ) 中 的 局 部 基 . 因此 {ZU } 是 (X, 7 ) 的 展开 ， 故 (X，7T ”) 是 可 展 空间 . 
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因为 CT ”, 和 恒 等 函数 idx :X，7 ) 一 (X，7 ) 是 连续 的 , 于 是 和 是 可 分 且 可 展 空间 的 映 象 . 


由 引 理 1.3.8, cosmic 空间 是 可 分 度量 空间 的 映 象 , 所 以 有 


推论 5.1.7 cosmic 空间 是 序列 可 分 空间 . 是 
下 面 转 入 讨论 局 部 可 分 度量 空间 的 映 象 与 Velichko 的 问题 5.1.1. 
引 理 5.1.8 设 是 空间 XX 的 关于 有 限 交 封闭 的 点 可 数 cs 网 . 如 果 VU 是 XX 的 sn 履 盖 ， 置 


P "={PeP: 对 于 某 一 Ue WU 有 PCU}. 则 PF " 仍 是 X 的 cs 网. 


证 明 . 设 xeW 且 W 是 X 的 开 子 集 . 如 果 {x,} 是 X 中 收敛 于 x 的 序列 ， 置 


P, ={PeP: 序列 {x, } 是 终于 P 的 且 PCWj}j=<P， >. 


对 于 每 一 nEN, 令 Q ,= 人 站 P，, 那么 Q esP,. 让 Us& 是 x 在 X 中 的 序列 邻 域 . 如 果 


存在 序列 {q, } 使 得 每 一 q, sQ ,NU,, 设 G 是 X 的 开 子 集 且 xseG， 由 于 PP 是 X 的 cs 网 那么 


对 于 某 一 keN 有 PCG, 于 是 当 n>k 时 有 q，sQ，cP，,CG, 从 而 序列 {q, } 收 敛 于 x, 这 与 


U, 是 x 的 序列 邻 域 相 巴 盾 . 因此 对 于 某 一 meN 有 QcU,, 于 是 Q，。eP'. 故 P "是 XX 的 cs 


网 . 目 
引 理 5.1.8 中 禾 盖 允 的 点 可 数 性 是 本 质 的 . 让 X 是 例 1.5.7 的 Michael 空间 Nv {p}. 设 了 PP 是 


X 的 基 且 2U={{x}: xeX}, 则 多 是 X 的 so 履 盖 . 置 P :={PeP : 对 于 某 一 UeU 有 PCU), 那么 


PP ={{xj:xeN]} 不 是 X 的 cs 网 . 


定理 $.1.9( 林 寿 ， 燕 月 飞 [2001a]; Tanaka， 夏 省 祥 [1996]) ”对 于 空间 X, 下 述 条 件 相互 等 价 : 


(GD)X 是 局 部 可 分 度量 空间 的 序列 覆盖 s 映 象 . 


(2)X 有 由 cosmic 子 空间 组 成 的 点 可 数 cs 网 . 


(3)X 有 由 iv 子 空间 组 成 的 点 可 数 cs 网 


(4)XX 既 有 点 可 数 cs 网 又 有 由 No 子 空间 组 成 的 so 覆盖 . 


证 明 . (1) 二 (2). 让 f:M 一 XX 是 序列 履 盖 的 s 映射 ,其 中 M 是 局 部 可 分 的 度量 空间 . 设 吕 是 


M 的 由 可 分 子 集 组 成 的 o 局 部 有 限 基 . 置 六 fS). 那么 必 是 X 的 由 cosmic 子 空间 组 成 的 点 可 数 


cs 网 . 
OO) 一 (4). 设 P 是 X 的 由 cosmic 子 空间 组 成 的 点 可 数 cs 网 . 对 于 每 一 Pe P 由 推论 5.1.7,， 让 
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D(P) 是 P 的 可 数 的 序列 笛子 集 . 对 于 每 一 XEX， 置 


2x, 1)={Pe PD:xeP),D(x, 1)=U {D(P): Pe Px, 1)}. 


对 于 每 一 n>2， 归 纳 地 定义 


P(x, n)={Pe PDP:PMADG, n-1)z GG}, DG,n)=V {DP): Pe P(x, n)}. 


让 PZ(x)=U ,wy Px, n), U(x)= FRx). 为 完成 (4) 的 证 


子 族 Cx) 是 UC) 的 cs 网 . 如 果 X 中 的 序列 {y, } 收 敛 于 yeU(x) 中 W， 其 中 W 是 X 的 开 


对 于 某 一 meN 和 PeP(x, m) 有 yeP, 于 是 存在 D(P) 中 的 序列 {z, } 在 X 


一 keN 和 FeP 有 {y} Ut{y,,z 


n>k} CFCU(x) 个 W. 这 表明 U(x) 是 X 的 序列 开 子 集 且 


由 引 理 5.1.8 可 知 (4) 过 (3)， 下 面 证 


No 子 空 


2.4.3， 存 在 可 分 度量 空间 M。 和 序列 覆盖 映射 : M 


n 


: nk} CFC™W, 


明 , 只 


FP 收 敛 于 y， 从 而 对 于 茶 


\ 须 说 明 U(x) 是 X 的 序列 开 子 集 且 可 数 


子 集 , 则 


am 


因此 Fe PZ(x, m+1) CP(x) 


PX) 是 UC) 的 cs 网 . 


明 (3) 过 (). 


xs 间 组 成 的 点 可 数 cs 网 刀 让 P={P, :Qe A 人}. 对 于 每 一 we A， 由 定理 


置 M=@@,_,M，, 


CE 人 


> 了 . 


{y} 2 {yn : 


ZR 


P。- 且 


伍 信 ,fs : M 一 Z. 那么 M 是 局 部 可 分 的 度量 空间 且 f 是 序列 覆盖 映射 . 定义 h: Z 一 XX 是 自然 
映射 ， 且 让 gs=hof M 一 X. 那么 g 是 序列 覆盖 的 s 映射 . 国 
定理 5.1.9 中 的 (1) 今 (2) 在 Tanaka， 夏 省 祥 [1996] 中 被 证 明 , (1) 翁 G) 在 李 进 金 [2000a] 中 被 证 


明 . (4 的 作用 z 


问题 5.1.1 的 部 分 解 . 


推论 5.1.10( 林 寿 ， 燕 鹏 飞 [2001a]) 对 于 空 


一 是 由 它 可 获得 局 部 可 分 


| 往 肢 . 作 
如 旦 信 


空间 的 序列 覆盖 的 商 s 映 象 的 下 述 分 解 性 质 . 这 是 


间 X， 下 述 条 件 相互 等 价 : 


(和 是 局 部 可 分 度量 


空间 的 序列 覆盖 的 商 s 映 象 . 


(2)X 既是 局 部 的 只 ,空间 又 是 


G)X 是 


癌 


有 点 可 数 cs 网 的 局 部 ,的 序列 空 


类 似 地 , 我 们 也 可 获得 局 部 可 分 度 


关 的 结果 可 见 李 进 金 , 莹 伟 元 [2000]. 
现在 , 我 们 进一步 介 
定理 $.1.11( 林 寿 ， 燕 
(1) X 有 星 可 数 的 cs* 网 (cs 网 ). 


三 


胸 飞 [2001a]) 对 于 空间 X， 下 述 


间 的 1 序列 履 


量 空 间 的 序列 覆盖 的 商 s 英 象 . 


问 . 国 


盖 s 映 象 和 2 序列 覆盖 


在 定理 5.1.9 中 “so 履 盖 ”是 点 可 数 的 情形 . 


述 条 件 相互 等 价 : 
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s 映 象 的 刻 


画 ， 相 


(2) XX 有 由 No 子 空间 组 成 的 点 可 数 so 履 羡 . 


(3)X 有 由 No 子 空间 组 成 的 互 不 相交 so 覆盖 . 


证 明 . 3) 一 (2) 是 显然 只 须 证 2) 二 (1) 寺 G3). 


Q2) 污 (中 ). 设 必 是 空间 X 的 由 Nu 子 空间 组 成 的 点 可 数 so 用 盖 . 置 大 {P，: Qe 人 }. 对 于 每 


一 B eA, 由 推论 5.1.7, 以 De 表示 Psp 的 可 数 的 序列 笛子 集 . 对 于 每 一 x e A ,因为 P。 是 序列 


的 , 所 以 Ds 人 也 # 人 好 当 且 仅 当 Po 个 P, 名. 于 是 {(P。e P Pp 个 P, 关 名} 是 可 数 的 . 即 


必 是 星 可 数 的 . 对 于 每 一 g e 人 , 设 必 ,是 P, 的 可 数 cs 网 , 易 验证 ， UU,_, Ps, 是 X 的 星 可 数 cs 
网 . 


(1) 污 (3). 设 P 是 空间 X 的 星 可 数 cs* 网 . 由 引 理 4.3.4, 设 {P:a eA} 和 {X。: 0 eA} 


分 别 是 必 和 X 的 星 可 数 分 解 , 于 是 X 是 No 子 空间 族 {X。: CQ e A } 的 互 不 相交 的 并 , 且 每 一 P 


[24 


是 和 X。 的 可 数 cs* 网 . 我 们 还 要 证 明 每 一 X。 在 X 中 是 序列 开 的 . 如 果 XX 中 的 序列 {x ， } 收 敛 于 点 


xEX,, 邻 (P),=<P,>, 因为 PP 是 义 的 cs* 网 由 引 理 1.3.7, 存在 m keN 使 得 {x，: 


n>mj c UP,， 这 时 Us P, CX。 ,于 是 序列 {x， } 是 终于 X。 的 , 故 X。 是 序列 开 的 , 因此 ， 


{Xs。: Q eA} 是 X 的 由 No 子 空间 组 成 的 互 不 相交 的 so 禾 盖 .上午 


推论 5.1.12 对 于 序列 空间 X， 下 述 条 件 相互 等 价 : 
()X 有 星 可 数 的 cs* 网 (cs 网 ). 


(2) XX 有 由 No 子 空间 组 成 的 点 可 数 开 禾 盖 . 


(G3)X 是 只 ,空间 族 的 拓扑 和 . 国 

推论 5.1.13 对 于 空间 X,， 下 述 条 件 相互 等 价 : 
(DX 具有 局 部 可 数 的 cs* 网 . 

(2) X 具有 局 部 可 数 且 星 可 数 的 cs 网 . 

(3) X 具有 局 部 可 数 的 cfp 网 . 


证 明 . 3) 一 (是 显然 的 所 以 只 须 证 明 () 之 CO) 之 (3). 


(一 (2). 设 妖 是 空间 X 的 局 部 可 数 cs* 网 . 对 于 xseX, 存在 x 在 X 


的 开 邻 域 V , 使 得 V 、 
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{F :weA}j 和 { 芭 。: Qe 人 A 人} 分 别 是 F 和 X 的 星 可 数 分 解 , 于 是 XX 是 N 


与 PP 中 至 多 可 数 个 元 相交 . 令 起 {PeP : 存在 V ,PP}. 则 F 是 星 可 数 的 . 


由 引 理 4.3.4， 设 


子 空间 族 {X。 : 


weA 人 } 的 互 不 相交 并 , 且 每 一 F， 是 X ,的 可 数 cs* 网 . 让 多 ,是 F .的 有 限 并 的 全 体 ， 


ZHU ZH .由 于 每 一 V , 至 多 与 可 数 个 X。 相交, 多 是 局 部 可 数 


星 可 数 的 , 往 证 它 是 XX 的 cs 


网 . 设 U 是 X 的 开 子 集 , 并 且 X 中 的 序列 {x } 收 敛 于 xe U， 由 引 理 1.3.7, 存在 meN 和 


P <eP ”使 得 [xj uv {x,: n>m}CUP CUNMV, 且 xe 站 PP ', 这 时 有 唯一 的 weA 使 得 


XEX ， 则 PreZH  ， 从 而 匈 是 X 的 cs 网 . 


( 2) 一 (3). 设 X 具 有 局 部 可 数 cs 网 , 则 X 的 紧 子 集 是 委 


可 数 cs 网 就 是 X 的 cfp 网 . 国 


E2.5.5 知 X 的 局 部 


引 理 $.1.14(Gruenhage，Michael，Tanaka[1984]) 设 X 是 可 分 , 正则 的 Frechet 空间 . 知人 是 


空间 X 的 点 可 数 wes* 网 ,D 是 X 的 可 数 稠 子 集 , 则 ZE{clP) :Pe 如 PADz 人 @} 是 XX 的 k 网 . 


证 明 . 对 于 KcCU, 其 中 K, U 分 别 是 X 的 紧 子 集 和 天 


F 子 集 . 令 FU)={FeF :FCU}). 对 于 每 


一 xeU， 存在 X 的 开 子 集 V 使 得 xeVCcl(V)cCU. 因为 xe cl(D), 存在 VD 中 的 序列 {x,} 


收敛 于 x， 从 而 存在 Pe 允 使 得 P 含有 序列 {x } 的 无 限 项 且 


这 说 明 FU) 是 U 的 可 数 覆 盖 . 


记 FU)=<F ,> 对 于 每 一 ZeK, 则 存在 msN 使 得 


ze intx (UU -FE,). 若 不 然 ， 设 zsF，， 


12S11  n 


的 序列 {z, } 使 得 每 一 z, eKNU ,- FE,， 又 | 


,因此 d(P)eF 且 xecl(P)CU. 


里 2.1.6 和 推论 2.1.4, K 是 第 一 可 数 的 ， 存在 收敛 于 z 


于 UU ,_,F; 是 闭 的 , 存在 DNU ;,F; 中 的 序列 {y,. } 


收敛 于 z,， 从 而 ze cl{y,，: n, ke N}, 于 是 存在 序列 {y } 收 敛 于 z. 因为 对 于 所 有 的 n, ksN， 


有 z, 关 Z, yi 关 Z， 所 以 当 j 一 时 有 n ) 一 oo 这 时 存在 PeP 使 得 cl(P)CU 且 了 含有 序列 


{yx } 的 无 限 项 , 于 是 cl(P)e FCU), 所 以 存在 me N 有 cl(P)=F,,, 但 是 当 n) >m 时 有 ygF，， 


矛盾 . 故 存在 me N 使 得 ze inty (U 


网 . 国 


在 FU) 的 有 限 子 族 履 盖 K, 即 妈 是 X 的 kk 


推论 5.1.15 具有 点 可 数 wes* 网 的 局 部 可 分 的 正则 的 Fréchet 空间 是 No 空间 族 的 拓扑 和 . 


证 明 . 设 X 是 具有 点 可 数 wcs* 网 的 局 部 可 分 的 正则 的 Frechet 空间 ， 由 定理 2.1.15, X 是 亚 


Lindel6f 空间 , 于 是 X 具有 由 可 分 子 集 组 成 的 点 可 数 开 履 盖 ,这 禾 盖 是 星 可 数 和 覆盖， 所 以 由 引 理 


4.3.4,X 是 可 分 空间 族 的 拓扑 和 , 再 由 引 理 5.1.14, X 是 No 空间 族 的 拓扑 和 . 国 


定理 5.1.16( 林 寿 [1995], Velichko[1987]) “对 于 正则 的 Fréchet 空间 X， 下 述 条 件 相互 等 价 : 


(GD)X 具有 局 部 可 数 cs 网 . 


(2)X 具有 局 部 可 数 k 网 . 


(3)X 具有 星 可 数 cs 网 . 


(4) XX 是 局 部 可 分 度量 空间 的 闭 s 映 象 . 
(3)X 是 局 部 可 分 度量 空间 的 商 s 映 象 . 
(6)X 是 具有 点 可 数 cs* 网 的 局 部 可 分 空间 . 
(7)X 具有 点 可 数 的 可 分 cs* 网 . 


证 明 . 由 引 理 2.1.6, 推论 5.1.12, 引 理 4.2.1， 引 理 2.1.10, 引 理 1.4.2 和 推论 5.1.15 知 (1) 一 2)， 


G3) 二 4H) 0D, 0. 


(0) 之 (G). 设 必 是 空间 XX 的 局 部 可 数 k 网 . 由 正则 性 , 不 妨 设 必 是 XX 的 闭 k 网 , 于 是 懈 是 X 


的 cs* 网 . 由 推论 5.1.13, X 具有 星 可 数 cs 网 . 


(7) 一 (9). 设 X 具有 点 可 数 的 可 分 cs* 网 .由 推论 5.1.15, X 具有 由 只 , 子 空间 组 成 的 点 可 数 


j 的 商 s 映 象 . 国 
定理 5.1.16 说 明了 在 正则 的 Frechet 空间 中 局 部 可 分 性 是 问题 5.1.1 的 一 个 解 . 具有 局 部 可 数 
k 网 空间 的 进一步 的 等 价 条 件 可 见 推 论 5.2.7. 


图 5.1.17 本 三 中 介绍 的 一 些 集 族 间 的 关系 如 下 图 . 


cs* 网 . 再 由 推论 5.1.5,X 是 局 部 可 分 度量 空 | 


| 


Nu 空间 族 局 部 可 数 星 可 数 星 可 数 由 No 子 空间 组 成 
的 拓扑 和 之 cs 网 苇 cs 网 < 导 cs* 网 之 的 点 可 数 cs 网 
0 U U U 
由 No 子 空间 组 成 的 局 部 可 数 星 可 数 星 可 数 点 可 数 
点 可 数 的 开 履 盖 ”之 网 二 > kk 网 寺 wcs* 网 过 wcs* 网 


~ 2 
局 部 只 空间 0 紧 有 限 


PK 
k 网 
例 5.1.18 图 5.1.17 所 述 空间 之 间 的 不 缠 含 关系 由 下 述 例子 说 明 . 


(1) 具有 局 部 可 数 cs 网 忆 只 ,空间 族 的 拓扑 和 ; 如 例 1.5.5. 


139 


(2 


(3 


(4) 


(5) 具有 由 No 子 空间 组 成 的 点 可 数 cs 网 的 序列 空间 闻 具有 


— 


— 


具有 星 可 数 c 


s 网 为 具 有 


局 部 可 分 度量 空间 的 商 


s 映 象 态 


0 紧 有 限 k 网, 或 局 部 NN 空间 ; 例如 极 大 紧 化 BN. 


具有 星 可 数 上 网 忆 局 部 可 分 空间 或 具有 点 可 数 cs 网 ; 如 侈 


so 履 盖 或 具有 星 可 数 wes* 网 ; 如 例 1.5.4. 


(6 


(7) 具有 局 部 可 数 k 
(8) 具有 ca 紧 有 限 K 


Ne 


间 . 因为 Xw 由 度量 空间 族 控 人 


对 


问题 $.1.19 ”局 部 可 分 度量 名 


照 定理 3.3.8 和 


引 理 5.1.2 的 证 明 , M 是 


网 字 具有 星 可 数 wcsx 网 ， 如 例 1.5.6 了 


判 ， 由 引 到 


11.5.2 中 的 扇 空间 S 。 


网 为 具有 点 可 数 cs* 网 ; 如 例 1.5.8. 


局 部 可 分 


局 部 N, 空 间 力 具有 点 可 数 wes* 网 ; 例如 赋予 序 拓扑 的 空间 @，. 


的 , 矛盾 . 故 Xv 不 具有 星 可 数 wcs* 网 . 国 


定理 4.2.6, 我 们 有 下 述 问 题 . 


正则 cs 网 的 空间 ? 


问 


题 5.1.20 设 正 则 空间 X ; 


间 是 局 部 可 分 的 ， 


那么 X 是 


5.2 kk 网 与 Sakai 的 定理 
我 们 在 $4.2 已 初步 讨论 了 局 部 可 分 度量 空间 的 闭 映 象 ， 定 理 4 


度 


ul 


度量 


问题 5.2.1dkeda, Tanaka[1993]) 


三 本 
蛙 企 


本 节 介 绍 Sakai 关于 星 可 数 k 网 的 k 空间 的 3 
空间 的 精确 


具有 


间 的 序列 覆盖 的 紧 映 象 是 否 等 价 


否 是 局 部 可 分 空间 ? 


局 部 可 分 空间 或 具有 点 可 数 cs 网 ; 如 例 1.5.6 中 的 空间 


cosmic 子 空 间 组 成 的 点 可 数 


FP 的 空间 XM ,其 中 MM 是非 可 分 的 


E 4.2.5, Xv 具有 紧 有 限 k 网 . 若 XM 具有 星 可 数 


， 由 引 理 4.3.4, Xv 上 共有 由 污 , 子 空间 组 成 的 点 可 数 wcs* 网 . 而 M 是 Xw 的 第 一 可 数 的 子 


.2.6 表 明了 


E 则 空间 X 是 局 部 可 


空间 的 闭 映 象 当 且 仪 当 X 是 具有 Go 遗传 闭 包 保持 可 分 k 网 的 Fechet 空间 . 由 引 理 4.1.3， 


是 具有 Ga 紧 有 限 可 分 k 网 的 Fréchet 空间 ， 其 逆 命 题 是 否 成 立 ? 


间 的 闭 映 象 ? 


局 部 可 数 网 乞 


关系 ( 定 开 


要 工作 , 内 容 包 括 这 类 空间 的 结构 (定理 5.2.2)， 


5.2.5)， 与 局 部 可 分 度量 


E 间 闭 映 象 的 关系 ( 定 到 
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具有 点 可 数 可 分 K 网 的 正则 的 Frechet 空间 是 否 是 局 部 可 分 


5.2.8)， 


同时 肯定 地 


回答 了 问题 5.2.1( 定 型 


定理 $.2.2(Sakai[1997a]) 


A 


间 族 控 和 


证 明 . 设 空间 X 


§ 5.2.8). 


E 则 所 


1 


E 间 X 是 具有 星 可 数 


D={X, : a<4}8 


P。 是 X。 的 可 数 k 网 . 置 P,P。 . 那么 必 是 


对 于 每 一 n<m, 存在 PP '。eP。” 使 得 KAX。 CcC UP 


| 二 


k 旧 


k 网 的 k 空间 当 且 仪 当 X 1 


No 


由 k 且 No 空间 族 如 控制 ,于 是 X 关 于 避 具 有 弱 拓 扑 ， 从 而 XX 是 k 空间 . 记 
每 一 X, 是 No 空 间 . 对 于 每 一 w <4, 让 Yo=Xu Y。=X。 NU psXp 臣 


么 P'EPD” 


反之 , 设 正 则 空间 X 是 具有 星 可 数 k 网 允 的 k 空 间 . 由 引 理 4.3.4, 让 {X。 


re 


CeA 人 和 ne N, 归纳 


于 KCU， 其 中 K 和 UU 分 别 是 X 的 紧 子 集 和 


子 集 ， 由 引 


KCUP’'CU. 故 义 具有 星 可 数 k 网 . 


也 定义 A 的 可 数 子 集 A 如下: Au ={ 0} 如 果 A。 


X 的 星 可 数 覆 盖 . 往 证 必 是 义 的 k 网 . 对 


理 42.5,K 仅 与 有 限 个 Y。 <m) 相 交 ， 


CU， 让 一 UP |Y, > 那 


Or 


且 
征 | 


:QeA} pa 


定 的 X 的 星 可 数 分 解 . 为 了 证 明 的 简明 起 见 , 对 于 人 的 子 集 T， 记 [ 丁 ]=U,_X。 对 于 每 一 


An={BeA :存在 [As] 中 的 序列 收敛 于 Xp 中 的 点 }. 由 引 理 4.3.4，A 是 可 数 的 . 对 于 每 


显 


对 于 每 一 CM. 让 Y=U,.r[A ,]. 若 Y 不 是 X 的 闭 子 集 , 因 


的 序列 {y , } 收 敛 于 某 点 ye X NY， 由 引 弄 


<y,>C[A_], 于 是 ye[ 人 i]C[A,], 矛盾 . 故 Y 是 X 的 闭 子 集 


闭 履 盖 . 


设 ZCY 


对 于 每 一 x eT 了 ,ZA [A, ] 是 Y 的 闭 子 集 


Bb 么 A ,是 人 的 可 数 子 集 . 再 


然 , D 的 每 一 元 [人 A 。] 是 X 的 k 且 N6 子 空间 . 


Qe A 人}. 往 证 


置 D={[A 。]: 


为 X 是 序列 空间 , 存在 YY 中 


4.3.4, 集 { a e 和 A : 存在 neN 使 得 y,sX。} 是 有 限 的 ， 


于 是 , 不 妨 设 存在 y es User A 。 使 得 序列 <y, >CcX,. 这 时 存在 a eT 了 和 meN 使 得 ye 人 ww 且 


. 这 说 明 台 是 X 的 闭 包 保持 
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. 阁 乙 不 是 Y 的 闭 子 集 , 存在 Z 中 的 序 


列 {z, } 收 敛 于 zeY、\Z. 与 上 述 类 似 的 理由 , 存在 w eT 使 得 [z,]C[A。], 从 而 zeZ, 矛盾. 所 


以 Z 是 Y 的 闭 子 集 , 因而 Y 关 于 {[ 人,]: wesr } 具 有 弱 拓 扑 . 重 


因为 由 仿 紧 空间 族 控制 的 空间 是 仿 紧 空间 (Morita[1954])， 由 正则 Go 空间 族 控制 的 空间 是 o 
空间 ( 林 寿 [1991]), 所 以 有 下 述 
推论 5.2.3 具有 星 可 数 k 网 的 正则 的 k 空间 是 仿 紧 o 空间 . 目 


推论 5.2.4 具有 星 可 数 k 网 的 可 分 , 正则 的 k 空间 是 No 空间. 


证 明 . 设 X 是 具有 星 可 数 K 网 的 可 分 , 正则 的 k 空间 . 由 推论 5.2.3, X 是 Lindel6f 空间 ,于 是 
X 的 离散 子 集 族 是 可 数 族 . 再 由 引 理 4.3.2, 久 的 星 可 数 分 解 族 是 可 数 族 , 于 是 X 具 有 可 数 k 网 . 目 
空间 X 的 特征 x (X) 是 一 基数 ， 定义 为 sup{ xX (p, X) :peX}+@， 其 中 ¥ (p, X)=min{|V|:V 是 


p 在 X 的 局 部 基 }. 由 此 ,空间 X 在 点 x 具有 可 数 局 部 基 可 记 为 x (x, X)=@,X 是 第 一 可 数 空间 可 
记 为 x (X)=@. 


定理 5.2.5(X1 川 , Tanaka[1998b]; Sakai[1997a]) 设 X 是 具有 星 可 数 k 网 的 正则 的 k 空间 ， 则 
下 述 条 件 相互 等 价 : 


(1)X 是 局 部 可 分 空间 . 


(C)X 具有 点 可 数 的 cs 网 . 


(3)X 是 0 空间 族 的 拓扑 和 
若 更 设 (CH), 它们 也 等 价 于 


(4) X(X)< ow. 


证 明 . 设 巡 是 空间 和 的 星 可 数 K 网 . 让 {X。: Qe 人 A} 是 由 PP 确定 的 X 的 星 可 数 分 解 , {[A_] : 


Qe 人} 是 定理 5.2.2 证 明 中 构造 的 空间 X 的 由 k 且 兴 0 子 空间 组 成 的 控制 族 . 


(3) 一 (和 (2) 是 显然 的 . (1) 之 (3). 设 X 是 局 部 可 分 空间 ， 由 推论 5.2.4,X 是 局 部 只 空间， 再 


由 推论 5.2.3 和 推论 5.1.12,X 具有 由 No 子 空间 组 成 的 点 可 数 开 覆盖 ,所 以 X 是 N, 空间 族 的 拓扑 


和 |. 


(和 党 (3). 设 空间 X 具有 点 可 数 cs 网 学 


(5.1) 若 {Y。: <w} 是 { 交 。: Qe 人} 的 子 族 . 对 于 每 一 DB <@i, 让 {xg,} 是 YYg 中 收 
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化 于 点 xp eX\Y 8 的 序列 , 那么 对 于 每 一 4 e A, 集 X, {xs : < al] 是 可 数 的 . 


事实 上 , 若 存在 1 e 人 使 得 X, 站 {x 。: < @) } 是 不 可 数 的 , 因为 X ,是 No 空间 , 由 推 


论 5.1.7, X, 是 序列 可 分 空间 , 让 D ,是 X ,的 可 数 的 序列 笛子 集 , 不 妨 设 (x 。: PB < oj cX， 


ND, . 对 于 每 一 B < @, 让 {y 6 } 是 D ,中 收敛 于 点 x 的 序列 . 定义 X 中 的 序列 {tj, } 使 得 每 一 


t po 1—X pk t por=y ps 令 T ,=[t gp, ]， 则 序列 {tj } 收 全 于 x g. 因为 多 是 X 的 cs 网 ， 存在 H。 EZY 


使 得 Tu Ho 是 有 限 的 . 固定 点 zoe Ho 个 <x0, >. 设 y < @ 且 对 于 6 <y， 已 定义 Hp ee 多 


zs eHgs 站 <x p> 使 得 Ts NH 是 有 限 的 . 由 引 理 434, {z，: B <y} 是 X 的 闭 子 集 . 于 是 我 


是 有 限 的 , 固定 点 


们 可 以 选取 再 ,se 多 使 得 H，,mfzp : 8<7yj= 和 日 TH， 


z, eH, 站 <x,, >. 我 们 可 以 归纳 地 得 到 ZY 的 子 集 族 {H 。: < ol } 使 得 当 有 二 ,时 有 


Y 


Hp 关 H。 ,因为 每 一 也) 与 可 数 集 D ,相交 , 所 以 {H，。: B < @) } 不 是 点 可 数 的 ,这 与 的 点 


可 数 性 相 矛 盾 . 


(5.2) A 的 覆盖 { 人 。: we 人 A} 是 点 可 数 的 . 


子 标 族 {人 。，: Q Ee 人 } 显 然 是 点 可 数 的 . 若 {A 。: we A } 不 是 点 可 数 的 ,， 则 存在 ne N 使 


得 {人 A。，: we 入 } 是 点 可 数 的 且 存在 1 < 门 。。A， ,i. 因为 {A。 : Qe Aj} 是 点 可 数 的 , 我 


们 可 以 设 < 门 (Apsn NAgs), 于 是 对 于 a < wo 存在 y 。e Ap, 且 X， 中 的 序列 {x 。 ] 


Va 


收敛 于 某 点 x。eXp. 由 {Ap，: Qe A} 的 点 可 数 性 , 集 {y 。: a < di } 是 不 可 数 的 . 此 外 ， 


G.D, {x。: Q < 0 } 是 可 数 的 . 因此 , 由 引 理 4.3.4， 不 难看 出 X 含 有 子 空间 同 胚 于 S。. 然而 ， 


S。 不 具有 点 可 数 cs 网 , 矛盾 . 因此 ,{A 。: Qe A } 是 点 可 数 的 . 


(5.3) X 的 覆盖 {[A ,] : ca es 人 } 是 星 可 数 的 . 


注意 到 条 件 [A 。] 咯 [A s] 作 强 仿 人 ,个 全 . 如 果 对 于 <w 有 


[A ,JIN[A ,J#, 那 和 A,。 NA, #0. 因为 A 。 是 可 数 的 ， 所 以 {人 。 : 有 < wi} 个 是 


点 可 数 的 , 矛盾 . 
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由 引 理 4.3.4 和 (5.3), 存在 互 不 相交 族 { 荆 ，: y <K } 使 得 每 一 工 ， 是 可 数 的 且 对 于 不 同 的 


/与 5 有 (U jr [A DN(U cr [A JJ)= 纪 . 因为 每 一 U ,cr [A ,] 是 No 空间 且 是 X 的 开 子 


中 


,所 以 和 是 No 空间 族 {U ,er [A 。]: 7 <K } 的 拓扑 和 | 
(4 过 (1). 对 于 每 一 xeX, 让 {V : BB <} 是 x 在 X 中 的 局 部 基 , 则 存在 B < wm 使 得 V ， 


仅 与 可 数 多 个 X。 相交 . 否则 ， 由 归纳 法 , 存在 {X。: Q& e A} 的 子 族 {Yj: P< wi} 和 X 的 子 


A 


集 D-{x，: 有 < om) } 使 得 每 一 xs eV YsN{x), 且 这 些 Ys 是 两 两 互 不 相同 的 . 由 引 理 


4.3.4, D 是 X 的 离散 子 集 , 矛盾 . 故 , 存在 B < @ 使 得 Vg 仅 与 至 多 可 数 个 X。 相交 . 因为 每 一 


X。 是 遗传 可 分 的 , 所 以 V 5 是 可 分 的 ， 从 而 X 是 局 部 可 分 的 . 


假设 (CH), 我 们 证 明 (3) 过 (4). 由 于 X 是 No 空间 族 的 拓扑 和 ， 为 证 明 x (X)< oOi， 只 须 证 明 


对 于 每 一 可 分 的 正则 空间 Y 有 Xx (< woi. 让 D 是 Y 的 可 数 笛子 集 . 对 于 每 一 ye Ue Tt (Y), 存 


在 Y 的 开 子 集 V 使 得 yeV cclV)cU, 让 E=V 站 D, 则 yeint(cl(V))=int(cl(E)) CU. 所 以 


{int(cl(E)) : ECD} 是 Y 的 基 , 从 而 xX (JSwCY)<22 0 = . 国 


若 没 有 假设 (CH), 则 定理 5.2.5 中 的 (3) 态 (4). 事实 上 , 序列 扇 S, 是 k 且 N, 空间 ,而 在 集 论 


假设 (MA+4 CH 下 ，Y%Y (S,)=2”>@ ( 刘 川 , Tanaka[1998b]). 


引 理 5.2.6(XI 川 ，Tanaka[1996c]) 设 X 是 正则 的 Fréchet 空间 . 若 XX 具 有 点 可 数 的 可 分 k 网 
邻 Z={xeX:x 在 X 中 有 可 分 的 邻 域 }. 那么 


(1)Z 是 No 空间 族 的 拓扑 和 . 


(2) XZ 是 X 的 离散 子 空间 . 
证 明 . 设 必 是 空间 X 的 点 可 数 的 可 分 k 网 ， 由 推论 5.1.15, PP 的 每 一 元 是 遗传 可 分 的 . 显然 ,Z 


是 X 的 局 部 可 分 的 开 子 集 ， 由 推论 5.1.15, Z 是 只 空间 族 的 拓扑 和 . 令 Y=XNZ, 则 Y 是 X 的 闭 


子 人 


往 证 Y 是 X 的 离散 子 空间 . 对 于 每 一 xeX, 称 X 在 x 有 闭 $。, 若 X 有 闭 子 空间 $ 同 胚 


A 


于 S。 且 S 的 非 孤立 点 是 x. 


(6.1) 对 于 每 一 xeY,X 在 x 有 闭 S。 
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因为 xe 立 x 不 是 和 的 孤立 点 ,存在 X 中 收敛 于 x 的 序列 {xo, } 使 得 所 有 的 xu xx. 让 


Po={PeP:PANIX 0, Iz GT}. 


则 Pp 是 可 数 的 , 由 于 x 在 XX 中 没有 可 分 的 邻 域 , 所 以 xg int(U Po), 于 是 xecl(XN\( UP0)). 


为 X 是 Fréchet 空间 ,存在 XN(UP0) 中 的 序列 {x1, } 收 敛 于 x. 让 


P={PePD:PNIx,]zG}. 


则 P| 是 可 数 的 . 因为 xecl(XN( (PoU Pi))), 于 是 存在 XN(U (Po PF)) 中 的 序列 {x,, } 收 


敛 于 x. 按 这 种 方式 ,我 们 可 以 得 到 互 不 相交 的 序列 族 {{xw} : C <Q@|} 使 得 


(6.1.1) 每 一 序列 {x } 收 化 于 x 且 所 有 的 Xw 夫 X. 


(6.1.2) Pp 的 每 一 元 至 多 与 一 个 序列 {x ,, } 相 交 . 


让 S={x}U {xs。 :neN &<@wi}. 由 (6.1.2) 及 PP 是 X 的 k 网 , XX 的 任何 紧 子 集 交 至 多 有 限 


个 序列 {x },， 所 以 S 是 X 的 闭 子 集 . 对 于 序列 {x w } 的 任何 有 限 子 集 F。, Us Fs 是 S 的 闭 子 


集 , 于 是 S 同 肽 于 S。. 从 而 X 在 x 有 闭 S。. 


(6.2)Y 在 X 中 是 离散 的 . 


因为 X 是 Fréchet 空间 ， 只 须 证 明 Y 中 的 任 一 收敛 序列 是 有 限 的 . 设 存 在 Y 中 的 序列 {x, } 


收敛 于 x， 其 中 x，,x 是 互 不 相同 的 . 由 (6.1), 对 于 每 一 ne N,X 在 x, 有 闭 S，. 让 X 的 闭 子 空间 


S”={x, } UJ {xW :ie N,Q < @} 同 胚 于 S。. 选取 SW 中 的 序列 {x 六} 收敛 于 x1. 让 


Fi={PeP:PN<xY >#G }. 


由 于 UF 是 遗传 可 分 的 . 因此 , 我 们 可 以 得 到 S 中 NC F 1) 中 的 序列 {x 已} 收 化 于 x,. 让 


F,={PePD:PN Cx >#O}. 


那么 U(F， UF, ) 是 遗传 可 分 的 , 于 是 可 以 得 到 SCv(F 2F 7) 中 的 序列 Kx 和 2 } 收敛 于 xs ， 


由 此 , 可 以 得 到 X 中 序列 的 互 不 相交 族 {<x 中 > :neN] 使 得 


(6.2.1) 每 一 序列 {x 中} ,收敛 于 x, 且 所 有 的 x 外 zx， 
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(6.2.2) 的 每 一 元 至 多 与 一 个 序列 {x 外} ,相交 . 
邻 


T=[x,]U {x :i,neN)}. 


是 有 限 的 , 故 Y 是 离散 的 . 国 


推论 5.2.7 设 义 是 Fréchet 的 正则 空间 , 那么 X 具有 局 部 可 


网 且 不 含有 闭 子 空 间 同 胚 于 S 。 


证 明 . 设 空间 X 具有 局 部 可 数 K 网 ， 易 验证 X 具有 星 可 数 K 


由 于 巡 是 X 的 kk 网 , 所 以 T 同 肪 于 S,， 从 而 X 不 是 Fréchet 空间 , 矛盾. 因此 , Y 中 的 收敛 序列 


数 上 网 当 


兴 


当 X 具有 星 可 数 K 


网 . 由 于 S$。 不 是 局 部 可 分 空间 ， 


所 以 X 不 含有 闭 子 空间 同 胚 于 S。. 反之 , 设 空间 X 具有 星 可 数 k 网 


S。， 由 引 理 5.2.6 及 (6.1),X 是 No 空间 族 的 拓扑 和 , 所 以 X 具有 局 


定理 $.2.8( 刘 川 , Tanaka[1996c]; Sakai[1997a]) ”对 于 正则 空间 X， 下 述 条 件 


(1)X 是 局 部 可 分 度量 空间 的 闭 映 象 . 


(2) XX 是 具有 星 可 数 k 网 的 Frechet 空间 . 


(3)X 是 具有 点 可 数 可 分 KK 网 的 Fekchet 空间 . 


证 明 . 由 定理 4.2.6 和 引 理 4.1.3 知 (1) 坊 (3). 由 定理 35.2.2,， 引 


知 (2) 过 (1). 下 面 证 明 (3) 寺 2). 


且 不 含有 闭 子 空间 同 胚 于 


局 部 可 数 K 网 . 


相互 等 价 : 


| 理 4.2.5 和 定理 4.2.6 的 (3) 一 (]) 


让 允 是 空间 XX 的 点 可 数 的 可 分 k 网 . 由 引 理 5.2.6, X=ZWUY, 其 中 Z 是 X 的 开 子 集 且 可 表示 


为 NN 空间 族 {Z。: a e 人} 的 拓扑 和 , 而 Y=XNZ 是 X 的 闭 离 散 子 空间 . 对 


D。 是 Z 的 可 数 笛子 集 , 对 于 每 一 A’*cC A, 让 D(A =U ,nD 
(8.1) 存在 子 标 集 A 的 互 不 相交 族 { 人 ，: y s 工 } 使 得 每 一 


有 |{y eT :PND(A ,)#G YEL. 


， 则 


A ， 是 可 数 的 ， 


于 每 一 wx e A, 让 


且 对 于 每 一 PeP 


考虑 在 A 上 的 两 元 关系 ~: 对 于 Qa， e A,，Q ~PB 当 且 仅 当 存 在 A 的 有 限 子 集 {Q ,，.…， 


w ,} 和 允 的 有 限 子 集 {P。，..…, P ，} 使 得 w ,=a，c ,= 有， 


对 于 0<ikn 有 P, 修 Ds。 信和 


i 
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P, AD。 关 纪 . 则 ~ 是 人 上 的 等 价 关 系 . 对 于 每 一 < 和 A， 因为 D。 是 可 数 的 且 是 点 可 数 的 ， 


{PeP :了 PmD,， 关 个 } 是 可 数 的 . 此 外 , 对 于 每 一 PeP， 因 为 P 是 可 分 的 且 {Z。: we A 人} 是 X 


的 两 两 互 不 相交 的 开 子 集 族 , 所 以 {Qa e A : PND 名 } 也 是 可 数 的 . 于 是 易 验证 每 一 等 价 类 


是 可 数 集 . 让 { 人 ，: y eT } 是 这 些 等 价 类 的 族 ， 则 它 符合 (8.1) 的 要 求 . 


不 妨 设 X 满足 下 述 条 件 


(8.2) 对 于 每 一 PePD|{a eA :PND, *GIHEL. 


对 于 每 一 ws 人 , 让 Pu ={fclz (PNZs):PePPND。 如}. 由 引 理 5.1.14, Ps 是 2Z6 的 


可 数 k 网 . 让 FE{{yj:ysYjwv(U Po). 则 F 是 X 的 星 可 数 覆 盖 . 


(8.3) 史 是 义 的 wes* 网 . 


设 X 中 非 平 凡 的 序列 {x } 收 敛 于 点 xe U, 其 中 口 是 X 的 开 子 集 ,， 若 存在 w es 人 使 得 xsZ。 ， 


于 是 可 以 设 XeY 因为 Y 是 X 的 闭 离 散 子 空间 , 不 妨 设 <x, >CZ. 设 {Q& e 人 A : 存在 neN 使 得 


于 Z 是 X 的 开 子 集 且 PP 是 Z, 的 k 网 , 存在 PeP, 使 得 PU 且 P 含 有 序列 {x, } 的 子 序列 . 


x EZ } 是 无 限 的， 那么 可 选取 {x , } 的 子 序列 {y, } 和 入 中 的 序列 {  , } 使 得 每 一 y, eZ。, 其 


中 当 nz#m 时 有 Q ,0 因为 每 一 D 。 是 乙 。 的 序列 稠 子 集 , 所 以 存在 D。 中 的 序列 fy w } 收 


敛 于 y，， 于 是 xeclHym :m me N}, 从 而 可 以 选取 {y,} 中 的 序列 {y,,,} 收 敛 于 x. 由 于 允 是 


X 的 k 网 , 存在 Pe 允 使 得 P 含有 {y, ,,} 的 子 序列 ， 


因此 了 与 无 限 个 D。 相交, 这 与 (8.2) 相 矛盾 . 


这 说 明 {Qa e A : 存在 ne NN 使 得 x, eZ } 是 有 限 集 . 不 失 一 般 性 , 我 们 可 以 设 存在 a e A 满足 


<x,> CZ . 让 E={x}UZ。. 则 D。 是 EE 的 笛子 集 由 引 理 5.1.14, 集 族 {cls (PE) : PeP， 


PMD。 关 多} 是 EE 的 k 网 所 以 存在 PePP 使 得 P 和 AD。 = 人 ,clePmnECU 且 cls(P 人 NB) 含有 


无 限 项 x,, 于 是 cl (PZ )cU 且 clz (PMZ ) 含 有 无 限 项 x,, 故 了 是 X 的 wes* 网 . 


由 引 理 2.1.6, X 具有 星 可 数 k 网 . 上 


例 5.2.9 (1) 具有 星 可 数 k 网 的 k 空间 之 由 k 是 N, 空 间 族 控制 . 


如 例 1.5.8 中 的 半圆 盘 拓 扑 空 间 X.X 是 具有 局 部 可 数 k 网 的 第 一 可 数 空间 . 着 多 由 k 且 N, 空 


\ 
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间 族 控制 ,由 引 理 4.2.5, X 有 由 兴 u 子 空间 组 成 的 遗传 闭 包 保持 闭 歼 盖 F 令 


D={xeX:(F) ,不 是 有 限 的 }， 


G={cl(F \D) :FeF} YU {{x} :xeD}. 


引 理 4.1.3,D 是 X 的 闭 离散 子 空间 . 若 存 在 yeX 和 多 的 可 数 子 集 <F, > 使 得 ye 门 ,_w cl(F, 、、 


D), 设 y 在 X 中 的 局 部 基 是 <V , >， 那么 存在 X 中 两 两 互 不 相同 的 点 组 成 的 序列 {y ，} 使 得 每 一 


yn, EV 个 (FP, N\{y)), 矛盾 . 从 而 , G 是 XX 的 点 有 限 且 闭 包 保持 的 闭 子 集 族 , 故 色 是 X 的 局 部 有 


限 的 闭 覆 盖 . 令 G= 昌 G,g:G 一 XX 是 自然 映射 , 则 g 是 有 限 到 一 的 闭 映 射 . 由 推论 2.1.7, G 具有 点 


可 数 基 ©. 让 Ag(B), 则 学 是 XX 的 点 可 数 履 盖 . 又 由 于 g 是 序列 商 映 射 , 凶 是 X 的 点 可 数 cs* 网 ， 
矛盾 . 
(2) 具有 点 可 数 的 紧 k 网 的 k 空间 历 具有 星 可 数 K 网 ; 如 例 1.5.4. 国 


问题 $.2.10” 设 正则 空间 X 是 具有 点 可 数 网 的 Fréchet 空间 , 若 X 的 每 一 第 一 可 数 的 闭 子 


空间 是 局 部 可 分 的 , 那么 久 是 否 具 有 星 可 数 k 网 ? 


5.3 ”乘积 空间 的 k 空间 性 质 
两 个 k 空间 的 乘积 空间 未 必 是 k 空间 , Michael[1973] 提 出 下 述 问题 . 


问题 5.3.1 设 X 和 YY 是 k 空间 , 寻求 XXY 是 k 空间 的 充分 且 必 要 条 件 . 
在 某 些 广义 度量 空间 类 中 , 该 问题 获得 了 较 满意 的 解 ， 尤 其 是 具有 确定 k 网 的 空间 所 获得 的 


条 件 更 为 简明 ,为 叙述 的 方便 起 见 , 我 们 做 下 述 定 义 . 


定义 5.3.2 称 空间 列 {X, } 满 足 Tanaka 条 件 ， 如 果 {X ,} 满 足下 述 条 件 之 一 : 
(1) 所 有 的 X; 都 是 第 一 可 数 空间 . 


(2) 所 有 的 X 都 是 k 空间 ,并且 至 多 有 限 个 X, 不 是 紧 空 间 ， 至 多 一 个 X, 不 是 局 部 紧 空间 


(3) 所 有 的 X, 都 是 局 部 k。 空间 ， 并且 至 多 只 有 有 限 个 X, 不 是 紧 空 间 . 


特殊 的 情形 是 两 个 空间 作为 一 组 满足 Tanaka 条 件 . 
由 引 理 1.4.5, 我 们 有 


引 理 5.3.3 ” 若 空 间 列 {X, } 满 足 Tanaka 条 件 , 则 可 ,XX, 是 k 空间 .上 


本 节 主 要 讨论 引 理 5.3.3 的 逆 何 时 成 立 . Tanaka[1976] 证 明了 在 具有 Go 局 部 有 限 k 网 的 正则 空 
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间 类 中 引 理 $.3.3 的 逆 成 立 . Gruenhage[1980] 证 明了 在 Lasnev 空间 空间 类 中 引 理 $.3.3 的 逆 成 立 等 


i 


介 于 集 论 假 设 BF(@O，) 不 成 立 . Lasnev 空间 或 度量 空间 的 商 s 映 象 都 具有 点 可 数 k 网 . 是 否 可 在 其 


有 点 可 数 k 网 的 空间 上 获得 更 一 般 的 结果 ? 


猜测 5.3.4 设 X 和 YY 是 具有 点 可 数 k 网 的 k 空间 , 则 XXY 是 k 空 间 当 且 仅 当空 间 对 (X,Y) 


满足 Tanaka 条 件 . 


本 节 的 内 容 由 三 部 分 组 成 , 一 是 介绍 在 ZFC 中 关于 猜测 5.3.4 的 绝对 性 结果 ， 二 是 介绍 在 外 


pa 


论 假设 BF(@,) 下 关于 猜测 5.3.4 的 相对 性 结果 , 三 是 讨论 可 数 积 的 K 空间 性 质 . 


引 理 5.3.5 设 S。 XZ 是 k 空 间 , 如果 <Z ,> 是 Z 中 茶点 递减 的 网 则 菜 一 cl(Z , ) 是 可 数 紧 的 . 


证 明 . 记 S。={xo}U(U jyT,). 置 Y={x0}U (U wwT，Xfn). 集合 Y 赋予 下 述 拓扑 : Y 


入 {xo} 中 的 点 是 Y 的 孤立 点 ,x 在 了 中 的 邻 域 基 元 形 如 {x,}U (U ,T,X {n)),ie N. 那么 Y 是 


具有 可 数 基 的 正则 空间 , 于 是 Y 是 度量 空间 . 令 A={(x, (x, n))eS, XY : xeT,, neN}, 则 


ACS, XY 是 (x 0,xo)ecl(A)\A, 从 而 A 不 是 S。xY 的 闭 子 集 . 另 一 方面 , 我 们 证 明 对 于 S。 xX 


Y 的 任 一 非 空 紧 子 集 K, KA 是 的 闭 子 集 . 由 于 KK 是 S。 XY 的 非 空 紧 子 集 , 分 别 存在 S。 和 


Y 的 非 空 紧 子 集 K 与 K, 使 得 KK XK,. 


S ,的 定义 知 对 于 每 一 neN, 若 x, eT,， 则 


<x, > 是 S ,的 离散 子 集 ， 从 K | 的 紧 性 知 存在 ieN 使 得 Ki (UU ,sT,)=. 记 B=(K|X 


n2i 


K, ) 丫 A. 对 于 任意 的 ae Ki XK,\B, 我 们 断言 存在 a 在 S,。 XY 中 的 开 邻 域 V 使 得 VY 人 "B=. 


事实 上 ， 设 a=(al ， ay， ). 若 a2 =X 0， 令 VI=S。 x({xo} UU pe i x {n))), 则 Vj 是 a 在 So XY 


中 的 开 邻 域 , 如 果 存 在 b=(b1, b，)e V1 个 B, 从 bi eK, 知 存在 io <i 使 得 bl eT，, 再 从 


beANMVj 知 b,=(b1, io)e UU (T,X{n), 于 是 i6 >i 矛盾 , 所 以 VB= 纪 ; 若 a, 关 xl 且 


al 关 Xx0, 令 V,={a}, 则 V, 是 a 在 S。 XY 中 的 开 邻 域 , 显然 有 V, 个 B=@; 若 a, 地 xX0 且 ai=xo， 


设 a,=(X i,n)eET, X{n}, 令 Vs=(S。 \ {x DX{as}, 则 Vs 是 a 在 S$。 XY 中 的 开 邻 域 , 如 果 
存在 c=(cj, c，)eV3 丫 B, 则 c,=a,, 从 ceANYV; 知 c1=x,,, ES。\{x,,}, 矛盾 ,所 以 


V; 站 B= 名 . 因此 ,B 是 K| XK, 的 闭 子 集 从 而 KA 是 KK 的 闭 子 集 . 这 说 明 SXY 不 是 k 空 
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间 . 


现在 ， 设 <Z ,> 是 空间 Z 中 某 点 zZ0 递 减 的 网 ， 若 每 一 cl(Z ， 


么 存在 {n} 的 子 序列 {n } 及 Z 的 无 限 可 数 闭 离散 子 空间 列 {C， 


{C, } 中 的 元 是 两 两 互 不 相交 的 . 令 Z,={zy}U(U ,wy C4 ) 则 


) 均 不 是 Z 的 可 数 紧 的 子 空间 , 那 


} 使 得 每 一 Ci CelZ， 入 zo} 且 


Z, 是 民 的 闭 子 空间 且 同 胚 于 上 面 


构造 的 空间 于 是 SXzZ 不 是 k 空间 , 矛盾 . 故 某 一 cl(Z, ) 是 可 数 紧 的 . 和 


引 理 5.3.6 设 X 是 具有 可 数 K 网 的 Kk 空 间 . 若 X 的 每 一 第 一 可 数 的 闭 子 空间 是 局 部 紧 的 ， 则 


X 是 k， 空间. 


证 明 . 由 引 理 4.2.4, X 具有 可 数 k 网 <P ,> 使 得 每 一 cl(P, ) 是 


以 XX 关于 可 数 族 {UU ,, cl(P; ) : ne N} 具 有 弱 拓 扑 ， 故 X 是 ko 


X 的 紧 子 集 . 因为 X 是 k 空间 ,所 


空间 . 国 


为 了 简化 Tanaka 条 件 , 我 们 引入 下 述 的 Shibakov 条 件 . 称 空间 X 满足 Shibakov 条 件 , 若 X 


XS 是 k 空 间 , 则 X 是 局 部 N, 空间 . 该 条 件 是 Shibakov[1995a] 在 讨论 乘积 空间 的 k 空 间 性 质 时 
O 0 


特别 研究 的 条 件 , 其 作用 可 从 下 述 引 理 中 得 到 体现 . 


引 理 5.3.7 设 X, Y 都 是 具有 点 可 数 k 网 的 正则 空间 . 若 XXY 是 k 空间 且 X, Y 都 满足 


Shibakov 条 件 ， 则 空间 对 (X,Y) 满足 Tanaka 条 件 . 


证 明 . 由 推论 2.1.4, 空间 X 和 Y 都 是 序列 空间 . 先 设 空间 


子 空间 同 胚 于 S, 和 S ,如 果 X 含有 闭 子 空间 同 胚 于 S ,或 $。 


X 和 YY 中 至少 有 一 空间 不 含有 闭 


, 立 不 含有 闭 子 空间 同 胚 于 S ,和 


S,。， 则 由 推论 2.1.11, Y 是 第 一 可 数 空间 且 S, XY 或 $, XY 是 k 空间 . 由 于 S, 是 $, 的 完备 映 


象 , 再 由 引 理 1.4.4, S。XY 是 S, XY 的 完备 映 象 , 而 k 空间 性 质 是 完备 映射 不 变性 质 和 完备 映 


射 逆 不 变性 质 , 所 以 S,。 XY 是 k 空间 . 


引 理 5.3.5, Y 是 局 部 紧 空间 . 如 果 X 不 含有 闭 子 空间 同 


胚 于 S, 和 $S。, 立 含有 闭 子 空间 同 胚 于 $ ,或 $。, 则 由 上 述 同 样 的 理由 知 和 是 局 部 紧 空 间 . 如 果 


X 和 立 都 不 含有 闭 子 空间 同 胚 于 S, 和 S,， 则 由 推论 2.1.11 知 X 和 都 是 第 一 可 数 空间 . 所 以 


空间 对 (X, Y) 满 足 Tanaka 条 件 . 


现在 ， 设 空间 又 和 YY 都 含有 闭 子 空 间 同 胚 于 S$ ,或 S。， 于 是 XXS。 和 YXS。 都 是 k 空 间 . 1 


Shibakov 条 件 ,X 和 Y 都 是 局 部 N, 空间 ， 由 引 理 5.3.5, XX 和 YY 的 每 一 第 一 可 数 的 闭 子 空间 是 局 部 
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紧 的 ， 再 由 引 弄 


定理 5.3.8(x1 川 ， 林 寿 [1997]) 


设 义 XY 是 正则 的 k 包 


空间 对 (X, Y) 满 足 Tanaka 条 件 . 


(1) 具有 点 可 数 cs 网 的 序列 空间 . 
(2) 具有 点 可 数 cs* 网 的 Fréchet 空间 . 
(3) 具有 紧 可 数 cs* 网 的 空间 . 


证 明 . 由 引 理 2.1.6 和 引 理 5.3.7, 为 训 


件 的 空间 满足 Shibakov 条 件 . 即 , 车 XXS ,是 正则 的 k 


局 部 8 空间. 


(1) 设 X 是 具有 点 可 数 cs 网 的 序列 空间 .由 推论 2.4.4, 存在 度 


映射 ff M 一 X. 让 如 是 M 的 o 局 部 有 限 基 . 对 于 每 


空间 有 


二 
日 人 


8 5.3.6,X 和 了 都 是 局 部 k。 空间 , 所 以 空间 对 (X,Y 了 ) 也 满足 Tanaka 条 件 . 国 


空间 . 若 空 间 X,Y 满足 下 述 条 件 之 一 ， 则 


FE 明 空间 对 (CX, Y) 满 足 Tanaka 条 件 ， 只 须 证 明 满 足 定理 条 


X 满足 条 件 (1)~(3) 之 一 , 则 X 是 


间 M 和 序列 覆盖 的 商 S 


xeX 和 zef- (Go), 存在 多 的 子 集 <B ,> 是 


z 在 M 中 递减 的 局 部 基 , 由 引 理 5.3.5 和 推论 2.1.13, 某 一 clB , ) 是 X 的 紧 可 度量 子 空间 , 于 是 


B ,是 入 的 可 分 度 


可 分 cs* 网 的 Fréchet 空间 


(3) 设 X 是 


旧 


ys 


里 


定理 5.1.9,X 是 局 部 只 ,空间 . 


有 紧 可 数 cs* 网 的 空间 . 


Em 


定型 


], 1 


ara 


的 每 一 


外 


的 闭 包 是 X 的 紧 子 集 ， 从 而 了 是 X 的 


推论 5.3.9 


一 可 数 的 闭 子 空间 是 局 部 紧 的 . 1 


人 


3 


(2) 设 X 是 具有 点 可 数 cs* 网 的 Fréchet 空间 . 由 引 理 2.1.10 及 (1) 所 订 


子 空间 . 从 而 {PesfS) :P 是 X 的 可 分 度量 子 空间 } 构 成 了 X 的 点 可 数 cs 网 . 再 


F 知 X 是 具有 点 可 数 的 


E 5.1.16, X 具有 局 部 可 数 k 网 ， 故 XX 是 局 部 No 空间 . 


星 可 


数 cs* 网 ， 


E 论 5.1.12. X 是 局 


间 ($S，)” 和 ($S 。) ”都 不 是 上 空间 . 


证 明 . 由 于 $。 是 S, 的 完备 映 象 ,所 以 (S,)” 是 (S ,)” 的 完备 映 象 ， 


由 于 XXS, 是 kk 空间, 由 引 理 5.3.5 和 推论 2.1.13, X 


引 理 4.2.4, X 具有 紧 可 数 的 cs* 网 必 使 得 的 每 一 元 


部 N 空间 . 国 


于 是 (S 。)” 是 K 空间 当 


且 仅 当 ($,) "是 k 空间 . 若 ($ ,) "是 Kk 空间, 则 S$, X(S ) ”是 k 空间 , 而 (S。)” 具 有 可 数 cs* 网 ， 


推论 5.3.10(XI 川 , Tanaka[1998b]) 


定理 5.3.8, (S 。)” 是 
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司 部 k。 空间 , 这 与 引 理 1.4.5 相 矛 盾 . 故 ($。) ?不 是 K 衬 间 . 国 


设 X? 是 正则 的 上 空间 , 若 X 满足 下 述 条 件 之 一 , 则 入 满 


(1) 具有 点 可 数 K 网 的 Fréchet 空间 . 
(2) 具有 紧 可 数 上 网 的 k 空间. 


足 Tanaka 条 件 , 即 X 是 第 一 可 数 空间 或 局 间 


I 
上 负 
可 


证 明 . 若 空 间 X 不 含有 闭 子 空间 同 胚 于 S$， 和 S$。,， 由 推论 2.1.11, X 是 第 一 可 数 空间 . 若 X 


含有 闭 子 空间 同 胚 于 S, 和 S$ ，， 则 $S， XXX 是 空间 , 设 刀 是 空间 X 的 满足 (1) 或 (2) 的 关于 有 限 


交 封 闭 的 k 网 ,由 引 理 5.3.5, 推论 2.1.13 和 引 弄 


量子 集 . 


4.2.4, 不 妨 设 Pp 的 每 一 元 是 闭 包 是 X 的 紧 可 度 


(1) 设 史 是 点 可 数 的 , 则 XX 是 具有 点 可 数 的 可 分 k 网 的 Fréchet 空间 ,由 定理 5.2.8 知 X 具有 


定理 5.1.16 和 定理 $5.3.8,X 是 局 部 k ,空间 . 


星 可 数 k 网 . 由 例 1.5.2, (S 。) 不 是 k 空 间 , 于 是 X 不 含有 闭 子 空间 同 胚 于 S。, 再 由 推论 5.2.7， 


(2) 设 必 是 紧 可 数 的 , 于 是 必 是 星 可 数 的 . 由 引 理 4.3.4, 设 {P。: Qa Ee A} 和 UX。 : Qe A} 


分 另 


Ye 


是 必 和 X 的 星 可 数 分 解 . 令 {cl(P) :PeP), 则 F 是 XX 的 紧 k 网 . 对 于 每 一 Pe PP 若 存 在 


DP 的 不 可 数 子 族 {P。: Q < @ } 使 得 每 一 cl(P) 站 cl(P, ) 冯 名 , 由 于 {X。: Xe 入 } 是 紧 有 限 的 . 


不 妨 设 每 一 P。e P。 . 对 于 每 一 w < Oi， 由 于 clP。) 是 可 度量 的 ,存在 P。 中 的 序列 T。 收敛 于 
cl(P) 中 的 某 点 , 不 妨 设 clPDJmT。= 纪 . 令 FclCP)U (UU,。T。). 由 于 X 是 k 空间 , 且 {T。: 


Q < 0 |} 是 紧 有 限 的 , 所 以 F 是 X 的 闭 子 集 . 


定 


义 :f:F 一 F/cl(P) 是 自然 商 映 射 , 那么 f 是 完备 映射 


且 EiclP) 同 胚 于 S。， 从 而 F “是 (S。) 的 完备 逆 映 象 . 由 例 1.5.2, (S。) “不 是 k 空 间 ,， 于 是 F 不 


是 k 空间 , 矛盾 . 故 F3 是 XX 的 星 可 数 的 紧 k 网 . 因此 ,3 是 X 的 紧 可 数 cs* 网 , 由 定理 5.3.8, X 是 


局 部 k, 空间 . 上 


推论 5.3.11( 刘 川 ，Tanaka[1998b]) (1) 设 X 是 具有 紧 可 数 k 网 的 正则 空间 . 若 XXS。 是 k 


oe 


空间 ,那么 X 是 局 部 k, 空间 . 


(2) S。XS。 不 是 k 空间 当 且 仅 当 若 X 


充分 且 必 要 条 件 是 X 是 局 部 紧 空间 . 


ft 


/i 


有 点 可 数 k 网 的 正则 空间 , 则 XXS。 是 k 空 间 的 


证 明 . (1) 设 必 是 空间 X 的 关于 有 限 交 封闭 的 紧 可 数 k 网 . 令 F={cl(P):PeP 且 cdl(P) 是 X 的 
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紧 可 度量 子 空间 }. 由 于 XXS。 是 k 空间 , 所 以 XXS。 是 k 空间 . 又 由 于 (S。) 不 是 K 空间 , 于 


TT 


的 完备 映 象 .由 推论 5.3.10(2) 所 证 , 是 X 的 星 可 数 的 紧 k 


是 又 不 含有 闭 子 空间 使 得 S。 是 


网 , 故 和 是 局 部 K， 空间 . 


(2) 充分 性 是 显然 的 ， 下面 证 明 必要 性 . 设 S。XS。 不 是 k 空间. 由 引 理 1.4.5, 着 和 是 局 部 


紧 空间 , 则 XXS。 是 k 空间 . 若 X 是 具有 点 可 数 k 网 的 正则 空间 且 XXS。 是 k 空间 , 于 是 X 不 


含有 闭 子 空间 同 胚 于 S ,和 S。. 由 推论 2.1.11,X 具 有 点 可 数 基 . 因为 XXS。 也 是 k 空 间 ， 由 引 理 


5.3.5,X 是 局 部 紧 空 间 . 国 


空间 S。XS。 是 否 是 k 空间 等 价 于 集 论 假设 BF ow, ) 本 节 第 二 部 分 介绍 附加 集 论 假设 


BF(@, ) 的 一 些 结果 . 让 %@ 是 从 @ 到 mw 内 的 所 有 函数 组 成 的 集合 . 对 于 f, ge“@ ,定义 f<g 当 


且 仅 当 集 fnew : f(n)>g(n)} 是 有 限 的 . BF(@9,) 是 下 述 断 言 : 对 于 FC "oo ， 如 果 IE< o, ， 则 存在 


gE “@ 使 得 对 于 所 有 的 feF 有 f<g. 由 集 论 拓扑 的 知识 (Kunen[1980])， 有 下 述 事 实 . 
(1) (CH) = BF(0, ). 


(2) (MA+ CH) SS BF(0, ). 


引 理 5.3.12(Gruenhage[1980]) BF( @,) 成 立 当 且 仅 当 S。 XS。 是 k 空间 . 


证 明 . 记 空 间 X=S 。 XS。 ,而 


S,={so0} Ut{s;,, :nmeowl} 其 中 对 于 每 一 ne @, 序列 {s ，) ;收敛 于 s,. 


m 


So ={to}U {to : 0 < 01,me wm)}, 其 中 对 于 每 一 & <@i, 序列 {to ) 收敛 于 to. 


对 于 每 一 fe“w 和 ge “wp, 定义 


U ,={so 2 {s :m2>fn},V ,={to} YU {to, : m2> g(0)}. 


nm 


设 BF(@, ) 不 成 立 , 则 存在 "@ 的 子 族 {f,e“@ : Q < @} 使 得 如 果 ge “wp, 则 有 aw < 


满足 对 无 限 个 ne @ 有 f, (nm)>g(n). 对 于 每 一 gg < ol, 让 G, ={G ;town):mz<f, }, 则 G, 是 


XX 的 闭 子 集 . 令 G=U。 G。. 设 K 是 X 的 紧 子 集 ， 则 K 仅 与 有 限 个 G。 相交 , 于 是 KG 是 X 


pa 
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的 闭 子 集 . 设 U 是 X 中 含有 点 Go, to) 的 开 子 集 , 那么 存在 fs “w 和 ge “w 使 得 Uj; XV ,CU， 


从 而 存在 c < @| 使 得 对 于 无 限 个 ne ® 有 ff (n)>f(n), 所 以 存在 je @ 使 得 gx) <j, f 0)>f0), 


所 以 sy 6 ,ta)sG。 个 U, 因此 (so0,to)ecl(G)NG 故 G 不 是 X 的 闭 子 集 . 这 说 明 义 不 是 k 空 间 . 


反之 , 设 BF(@,) 成 立 . 若 X 中 存在 非 闭 的 序列 闭 集 H. 由 于 S。,S。 都 是 序列 空间 ,所 以 对 


于 每 一 se S。 和 teS。,({s} XS。) 阁 HH 和 (S。 X {t) 个 H 痢 是 X 的 闭 子 集 , 于 是 cl(HD)=HU {(so， 


to)}， 故 不 妨 设 再 仅 含 有 X 中 的 孤立 点 . 


对 于 每 一 & < ®)， 因为 S$,X({to} Jf{t,，: me 0 上)) 是 序列 空间 , 存在 f <s“ oO 和 new 


使 得 Us X({tw， : m>ns 个 H= 多 . 由 于 BF(@,), 存在 fe“@ 使 得 对 于 所 有 的 c < w 有 


f。<f， 于 是 存在 i。s w 使 得 当 i>i。 时 有 f。 6G)<fG). 对 于 每 一 & < wl， 存 在 n。 >n 。 使 得 {(sin， 


pA 
可 


tj) :i<i,, me @ ,j>n。} 丫 H= 多 . 定义 ge “'@ 使 得 g(Q)=n。. 设 (s i ,tw)eU XV,. 如 果 


i<i ， 由 于 j>n。， 于 是 Gin， tw)&gH. 如 果 i>i ,那么 f .GOD<fD<m 且 j>n,, 于 是 (s,,， 


ty)zH, 所 以 (U ; XV ,) 和 H= 亿 , 矛盾. 因此,X 是 序列 空间 . 国 


引 理 5.3.13(XI 川 ， 林 寿 [1997]) 设 S, XX 是 正则 的 k 空 间 ， 则 下 述 条 件 相 互 等 价 : 
(1) S。 XS 不 是 k 空间 . 


(2) 车 久 有 点 可 数 k 网 刀 则 对 于 每 一 xeX, 存在 必 的 可 数 子 集 力 ,使 得 xeint( PP ) 


(3) 若 X 是 具有 点 可 数 上 网 的 Fréchet 空间 , 则 X 是 局 部 k 空间. 


(4) 苦头 有 紧 可 数 k 网 , 则 X 是 局 部 K ,空间 . 


证 明 . 记 S,={so} Ut{s,,，:n,me 00} 其 中 对 于 每 一 ne @, 序列 {s,, } ;收敛 于 so. 因为 


S。 XX 是 k 空间 , 由 引 理 5.3.5, X 的 每 一 第 一 可 数 的 闭 子 空间 是 局 部 可 数 紧 的 . 


(之 O). 设 S。 XS 不 是 k 空间 . 由 引 理 5.3.12, BF(@, ) 不 成 立 . 让 是 空间 X 的 点 可 数 


k 网 ,那么 
(13.1) 对 于 每 一 A 二 X,cl(A)= {cl(D):D 是 A 的 可 数 子 集 


sn 
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让 B= {cl(D):D 是 A 的 可 数 子 集 }, 则 Bccl(A)Cccl(B). 设 X 中 的 序列 fb ,} 收 敛 于 b, 车 


<b, > CB， 则 存在 A 的 可 数 子 集 D 使 得 cl<b, >cCcl(D)cB, 于 是 be B, 所 以 B 是 X 的 序列 闭 


在 


. 由 推论 2.1.4,X 是 序列 空间 , 从 而 B 是 X 的 闭 子 集 ， 因 此 cl(A)=B. 


若 (2) 不 成 立 ， 则 存在 xe X 使 得 对 于 允 的 任 一 可 数 子 族 必 、 有 xgint(UP,). 由 于 xecl(X、 


{Xx}) 及 (13.1)， 存 在 XNN{x} 的 可 数 子 集 D。 使 得 xecl(D0). 让 P={PeP :PMN(DoU{x)z), 


则 Po 是 可 数 的 . 于 是 xs cl(XN( Po)), 存在 XN(UP6) 的 可 数 子 集 D | 使 得 xeclD1). 让 


P={PeP:PAD1 关 信 }, 则 Pi 是 可 数 的 , 从 而 xsclXNCv (Po UP1))). 由 超 限 归纳 法 , 可 选 


取 X 的 子 集 族 {D 。 


对 无 限 个 ns @ 有 fu (n)>g(m). 置 Hu ={(sm,du):msfue 且 isn}j, 其 中 d 表 示 DD。 中 的 第 i 
项 . 让 H=U 。。 Hs, 则 HCS。 XX. 如 果 K 是 S。XX 的 紧 子 集 , 那么 存在 neN 和 多 的 有 限 
子 集 F 使 得 KCL , X(w 9 中, 其 中 L ,={sy}wvfs，:i<n 且 me @}. 由 (13.3) (L, X(JDFD)MH 
是 


U 是 S。 XX 中 含有 点 (so,x) 的 开 子 集 ， 那么 存在 so 在 S。 


得 U ,XU,CU, 大 


du)s(Uy,xUJmnHcUmnH, 十 是 (s0,x)ecl(HD NH, 从 而 HH 不 是 S。 XX 的 闭 子 集 , 矛盾 . 


: Qa <w,} 使 得 


(13.2) 对 于 每 一 & < O ,xeclD ,),x#gD, 且 D, 是 可 数 的 . 


(13.3) 对 于 每 一 PeP,P 至 多 与 一 个 D 。 相交. 


于 BF(@, ) 不 成 立 , 存在 "om 的 子 族 {f,e“@ : c < @1} 使 得 如 果 ge“w9, 则 有 Qa < mw; 满足 


有 限 的 , 于 是 KH 是 有 限 的 , 因为 S$。 XX 是 k 空间, 所 以 再 在 S$ XXX 中 是 闭 的 . 现在 , 设 


A 


4 邻 域 U ,和 x 在 X 中 的 邻 域 U ,使 


FP 对 于 茶 个 ge “@ 有 U ,={fsojwfsw :m>gD}， 于 是 存在 c < @1 使 得 对 


于 无 限 个 ne 只有 fu >g). 取 du eU .和 D。 并 且 选 取 j>i 满足 fe 0)>gQ)， 那么 (sj 0， 


(2) 和 过 GG). 设 X 是 具有 点 可 数 k 网 刀 的 Frechet 空间 . 由 推论 2.1.13 和 引 理 4.2.4, 不 妨 设 PP 


的 每 一 元 的 闭 包 是 X 的 紧 可 度量 子 空间 . 由 (2), 对 于 每 一 xe X, 存在 P 的 可 数 子 族 姑 , 使 得 


xEint(U PD,). 让 V 是 X 的 开 子 集 使 得 xe VCcl(V)Cint(UP,)， 由 引 理 5.1.14, cl(V) 有 可 数 的 
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紧 k 网 , 故 cl(V) 是 Kk。 空间 . 因此 ,X 是 局 部 k。 空间 . 


(一 (4). 设 X 具有 紧 可 数 k 网 PP. 由 推论 2.1.13 和 引 理 4.2.4, 不 妨 设 的 每 一 元 的 闭 包 是 


和 X 的 紧 度 量子 空间 . 由 (2), 必 是 局 部 可 数 的 ， 


间 . 


于 是 XX 具有 局 部 可 数 的 紧 k 网 . 从 而 ,X 是 局 部 k， 空 


(G3) 或 (0 之 (). 因为 5S。 不 是 局 部 k。 空间 , 所 以 若 (3) 或 (4) 成 立 , 那么 S。 XS。 不 是 k 空间 . 


定理 5.3.14( 林 寿 [1998b]; 刘 川 ， 林 寿 [1 


(DS。XS。 不 是 k 空间 . 


997]; 刘 川 , Tanaka[1996c]) 下 述 条 件 相 互 等 价 : 


(2) 若 X, Y 都 是 具有 点 可 数 K 网 的 正则 的 Fréchet 空间 或 具有 紧 可 数 k 网 的 正则 空间 ， 则 X 


XY 是 k 空间 当 且 仅 当 空间 对 (X,Y) 满 足 Tanaka 条 件 . 


证 明 . 由 引 理 5.3.3, 引 理 5.3.13 和 引 理 5.3.7 知 (D) 之 (2). 设 S。 XS。 是 k 空间. 显然 , S。 和 


D1 


S， 都 是 具有 紧 可 数 k 网 的 Fréchet 空间 , 但 是 空间 对 (S ，， S。 ) 不 满足 Tanaka 条 件 . 故 (2) 一 (1). 


推论 5.3.15 S。XS 。 不 是 k 空 间 当 


仅 当 车 X 和 是 具有 星 可 数 k 网 的 正则 空间 , 则 X 


XY 是 k 空间 的 充 要 条 件 是 空间 对 (X, Y) 满 足 Tanaka 条 件 . 


证 明 . 只 须 注意 到 下 述 两 点 , (1) 若 空间 X 具有 星 可 数 K 网 ， 则 X 具有 紧 可 数 k 网 ; (2) S。 和 


S， 都 是 具有 星 可 数 k 网 的 k 空 间 . 目 


Qi 


问题 $.3.16( 浊 川 ，Tanaka[1998b]) ”具有 点 可 数 k 网 的 正则 的 Fréchet 空间 是 和 否 具 有 紧 可 数 K 


网 ? 


本 节 最 后 一 部 分 讨论 可 数 积 的 K 空间 性 质 . 


引 理 5.3.17 设 空间 列 {X ,;} 有 具有 点 可 数 k 网 . 若 1l;_yX; 是 k 空间 , 则 存在 ne N 使 得 


>、 X; 是 第 一 可 数 空间 . 


证 明 . 由 推论 5.3.9, 存在 ne N 使 得 当 


i>n 时 空间 X, 不 含有 闭 子 空间 同 肽 于 S$, 和 S。，, 再 


由 推论 2.1.11 知 双 ,是 第 一 可 数 空间 ， 从 而 [>。,X, 是 第 一 可 数 空间 . 国 


i2n 


156 


推论 5.3.18 ” 设 空 间 X 具有 点 可 数 K 网 , 则 X” 是 k 空间 当 且 仅 当 X 是 第 一 可 数 空 间 . 国 


定理 5.3.19 设 I[_,X, 是 正则 的 K 空 间 . 若 每 一 空间 X ,满足 下 述 条 件 之 一 ， 则 


满足 Tanaka 条 件 . 


(1) 具有 点 可 数 cs 网 的 序列 空间 . 
(2) 具有 点 可 数 cs* 网 的 Fréchet 空间 . 
(3) 具有 紧 可 数 cs* 网 的 空间 . 


空间 列 {X,} 


证 明 . 由 于 每 一 空间 X, 具有 条 件 (D)~(3) 之 一 , 于 是 X ,具有 点 可 数 k 网 . 由 于 XiX [ls X， 


是 k 空间 . 


2.1.7， 所 有 的 X, 都 是 第 一 可 数 空 间 . 


(19.2) 如 果 X 和 工 [> X, 中 恰 有 一 个 空间 是 强 Fréchet 空间 , 若 X 不 是 强 Fréchet 空间 , 那 


(19.1) 如 果 XX 和 ]1;,X; 都 是 强 Fréchet 空间 , 则 所 有 的 X, 都 是 强 Fréchet 空间 ， 由 推论 


么 T,X ;是 强 Fréchet 空间 , 于 是 11;>,X, 是 第 一 可 数 空间 且 由 推论 2.1.11 知 X, 含有 闭 子 空间 


同 胚 于 S ,或 $S。, 因此 ,S。 XII>X, 是 k 空间 . 由 引 理 5.3.5 和 推论 2.1.13 知 ]1;s, X, 是 局 部 紧 
2 四 四 i22 i 


空间 ， 从 而 ,对 于 i 之 2, 所 有 的 X ,是 局 部 紧 空间 且 至 多 有 限 个 X, 不 是 紧 空间 . 若 1[,,X ,不 是 强 


Fréchet 空间 ,那么 X| 是 局 部 紧 空 间 . 


(19.3) 如 果 义 ,和 TT; X; 都 不 是 强 Frechet 空间 , 则 S。 XX 和 SX 了 Il; X; 都 是 k 空间 . 


X, 不 是 紧 空间 . 


综 上 所 述 , 或 者 {X,} 满 足 Tanaka 条 件 , 或 者 XX 是 局 部 紧 空 间 


TwpX ,是 k 3 


空间 ， 利 月 


定理 5.3.8 知 X| 和 ]1;>,X; 都 是 局 部 k。 空间 , 于 是 所 有 的 XX ,都 是 局 部 k。 空间 且 至 多 有 限 个 


日 归 


纳 法 ， 可 以 验证 ,或 者 {X; } 满 足 Tanaka 条 件 , 或 者 所 有 的 X; 是 局 部 紧 空间 , 而 具有 点 可 数 k 网 


的 局 部 紧 空 间 是 第 一 可 数 空间 , 于 是 总 有 {X, } 满 足 Tanaka 条 件 . 重 


例 $.3.20( 林 寿 , 刘 川 [1996])”(BF(@, )) 存 在 具有 点 可 数 闭 k 网 的 正则 空间 Y 使 得 YXS。 是 


k 空间 , 但 是 Y 不 是 局 部 ca 紧 空 间 . 
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让 B 是 I 的 基数 为 @| 的 子 集 . 对 于 每 一 beB, 让 B, 是 以 xx 为 极限 点 的 同 豚 于 Si; 的 收敛 序 


|. 让 立 是 空间 (@ {B， 


:be B)@@I 中 将 每 


Y 不 是 局 部 o 紧 空 间 . 国 


例 5.3.21(Shibakov[ 


是 k 空间, 但 是 Ts 不 是 


XxX, 与 be BB 由 


1995a]) 〈CH) 存 在 


局 部 k。 空间 . 


5 成 一 点 而 成 的 商 空间 . YI 同 胚 于 S。 . 


引 理 5.3.12, S。XS。 是 空间 , 而 商 映射 p:Y YI 是 完备 映射 ， 所 以 YXS。 是 上 空间 .显然 ， 


具有 点 可 数 闭 k 网 的 a 紧 的 正则 空间 Ts 使 得 Tu xS。 


让 工 =UiwI， 其 中 LIL;=I 让 zx :TT 一 I 是 投影 映射 ,BCIu=I Ts 表示 集 工 赋予 极 大 拓扑 使 
得 每 一 子 空间 I, 二 Ts 有 通常 的 欧 氏 拓扑 且 对 于 每 一 be B， 和 (pb) 是 可 数 紧 的 具有 唯一 的 非 孤 立 


5.4” 某 些 尚未 解决 的 问题 
为 方便 读者 ,我 们 将 以 上 各 章节 提 到 的 一 些 问 题 或 猜测 重新 集中 成 一 节 ， 供 有 兴趣 的 读者 研 


究 . 为 方便 查 对 ， 问 题 或 猜测 仍 使 
问题 2.1.8( 林 寿 ， 燕 


闭 子 空 间 同 胚 于 S。, 


问题 2.1.17 (1)( 刘 川 ,Tanaka[1996b]) 设 X 是 具有 


朋 飞 [1998]) 


8 么 X 是否 具有 点 可 数 


原来 的 序号 . 


设 X 是 具有 点 可 数 k 网 的 Fréchet 的 正则 空间 , 车 X 不 含 


的 cs* 网 ? 


子 空间 同 胚 于 S$, , 那么 X 是 否 具 有 点 可 数 的 cs 网 ? 


点 可 数 cs* 网 的 序列 空间 , 若 X 不 含有 闭 


(2) 用 度量 空间 的 适当 的 映 象 刻画 具有 点 可 数 wcs* 网 的 空间 . 


猜测 2.2.7 设 fx 一 Y 是 紧 履 盖 的 闭 映 射 . 若 空间 X 具有 点 可 数 K 网 , 忆 
可 数 k 网 当 且 仅 当 Y 的 每 一 紧 子 集 是 可 度量 的 . 

问题 2.2.12(Sakai[1997b]) ”是 否 任 一 空间 可 表 为 具有 点 可 

问题 2.3.18 ” 设 空 间 X 具有 点 可 数 弱 基 ， 是否 


—|0f7 0)|<17? 


问题 2.4.16(Tanaka[1993]) 


问题 2.5.12 (1) 具有 紧 可 数 cs* 网 的 序列 空间 是 否 具 


空间 Y 具有 点 


b 么 


可 数 K 网 空间 的 闭 映 象 ? 


存在 度量 空间 M 和 商 s 映射 EM ->X 使 得 


开 映 射 是 否 保持 gf 可 数 空间 ? 


:二 


点 可 数 的 cfp 网 ? 
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(2) 是 否 存在 具有 点 可 数 cs* 网 的 正则 空间 X 使 得 X 不 具有 点 可 数 的 cfp 网 ? 


间 的 伪 序 列 覆 盖 的 元 映 象 ? 


ti 
上 
工 


问题 3.1.14 具有 cs* 履 盖 点 星 网 的 空间 是 否 是 度 


问题 3.1.15(Tanaka[1987a]) 设 X 是 对 称 度量 空间 . 若 X 不 含有 闭 子 空间 同 豚 于 S$，， 那么 X 


是 否 是 半 度 量 空间 ? 


问题 3.2.7dkeda, 刘 川 , Tanaka[2002]) “寻求 局 部 可 分 度量 空间 的 商 紧 映 象 的 好 的 内 在 刻画 . 


问题 3.2.11(Ikeda, 刘 川 ,Tanaka[2002]) 其 有 Go 点 有 限 cs 网 的 对 称 度 量 空间 是 否 是 度量 空间 


的 商 紧 映 象 ? 
问题 3.2.12 可 分 度量 空间 的 商 x 映 象 是 否 是 可 分 度量 空间 的 商 紧 映 象 ? 


HT 


问题 3.3.2(Ikeda, 刘 川 , Tanaka[2002]) ”借助 度量 空间 的 好 的 映 象 刻画 上 共有 点 正则 cs* 网 的 序 


列 空间 . 


问题 3.3.19(Tanaka， 周 浩 旋 [1985/86]) (局 部 紧 ) 度 量 空间 的 商 紧 映 象 是 否 具 有 点 Gy 人 


问题 3.3.20 (1) 度量 空间 的 伪 序 列 履 盖 的 s，Z 映 象 是 否 具有 点 正则 cs* 网 ? 
(2) 具有 点 正则 cs* 网 的 空间 是 否 是 度量 空间 的 伪 序 列 履 盖 紧 映 象 ? 

问题 3.43 ”度量 空间 上 的 序列 覆盖 的 元 映射 是 否 是 1 序列 覆盖 映射 ? 

问题 3.4.5 ”序列 覆盖 的 闭 映射 是 否 保持 g 可 度量 空间 ? 


E 质 ? 


问题 3.4.8 设 X 是 度量 空间 ,f:X 一 YY 是 序列 商 的 紧 映 射 , 那么 了 是 否 是 伪 序 列 履 盖 英 射 ? 


问题 4.1.10 具有 Go 紧 有 限 弱 基 的 正则 空间 是 否 是 亚 Lindel5f 空间 ? 
问题 4.1.11 (1) 具有 Go 局 部 有 限 k 网 的 正则 的 k 空间 是 否 具 有 Go 闭 包 保持 弱 基 ? 


(2) 具有 Go 闭 包 保 持 弱 基 的 正则 空间 是 否 是 亚 Lindelsf 空间 ? 


问题 4.3.8 设 f:Z 一 XX 是 闭 映射 ,Z 是 度量 空间 . 刻画 分 别 满足 定理 4.3.5 的 条 件 (a) 或 (b) 的 空 


间 X. 


问题 5.1.1(Velichko[1988]) “寻求 拓扑 性 质 中 使 得 空间 X 是 具有 性 质 中 的 度量 空间 的 商 s 映 


象 当 且 仅 当 X 既是 中 空间 又 是 度量 空间 的 商 s 映 象 . 


猜想 $.1.3( 林 寿 ， 刘 川 ， 戴 牧民 [1997])) 空间 X 是 局 部 可 分 度量 空间 的 商 s 映 象 当 且 仅 当 X 


是 度量 空间 的 商 s 映 象 且 X 的 每 一 第 一 可 数 的 子 空间 是 局 部 可 分 的 . 


问题 5.1.19 ”局 部 可 分 度量 空间 的 序列 覆盖 的 紧 映 象 是 否 等 价 于 上 共有 由 No 子 空间 组 成 的 点 


正则 cs 网 的 空间 ? 


问题 5.1.20” 设 正则 空间 X 是 具有 点 可 数 cs* 网 的 Fréchet 空间 . 若 X 的 每 一 第 一 可 数 的 闭 
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子 空间 是 局 部 可 分 的 , 那么 X 是 否 是 局 部 可 分 空间 ? 


问题 5.2.10” 设 正则 空间 XX 是 具有 点 可 数 k 网 的 Fréchet 空间 , 若 X 的 每 一 第 一 可 数 的 闭 子 


空间 是 局 部 可 分 的 , 那么 久 是 否 具 有 星 可 数 k 网 ? 


问题 5.3.10Michael[1973]) 设 X 和 YY 是 k 空间 , 寻求 XXY 是 k 空间 的 充分 且 必 要 条 件 . 


猜测 5.3.4 设 X 和 YY 是 具有 点 可 数 K 网 的 KK 空间, 则 XXY 是 k 空 间 当 且 仪 当空 间 对 (X,Y) 


满足 Tanaka 条 件 . 
问题 5.3.16(XI 川 ，Tanaka[1998b]) 具有 点 可 数 k 网 的 正则 的 Fréchet 空间 是 否 具 有 紧 可 数 k 


网 ? 
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